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Prólogo 


El propósito de esta obra es que los estudiantes de primer año de universidad, los que van a 
terminar la enseñanza media y todos aquellos que tengan interés en las matemáticas puedan 
conocer las técnicas de la lógica, los conjuntos y las estructuras fundamentales. Hoy día estos 
conocimientos son básicos para todo estudiante de cualquier profesión. Sin conocer estas téc- 
nicas no es posible dominar con propiedad los cursos superiores de matemáticas ni conocer 
la ilimitada cantidad de aplicaciones de las matemáticas a todas las ramas de la ciencia y la 
tecnología. 

Los conjuntos han ayudado a renovar los fundamentos y a explicar la naturaleza de las 
matemáticas actuales, mostrando el papel fundamental que la idea de conjunto desempeña 
en la definición de pareja ordenada, producto cartesiano, relación, función, etc. 

. La teoría de conjuntos es la clave para entender muchas etapas de la matemática y su apli- 
cación a otras ramas de la ciencia. Por esta razón los conjuntos se estudian en todos los niveles 
de la enseñanza. Sus conceptos son fáciles de asimilar, y un estudio a fondo de los mismos re- 
vela una estrecha relación con la lógica y muestra cómo a partir de ellos se pueden construir 
todas las matemáticas. 

El libro está redactado con la claridad necesaria para que los estudiantes puedan asimilar 
con facilidad parte del lenguaje de las matemáticas actuales. Las definiciones están expuestas 
con sencillez y van seguidas de ejemplos que facilitan su total comprensión. 

Los primeros capítulos constituyen una exposición detallada de las nociones clásicas de 
lógica y lo que es una demostración matemática, así como las operaciones con conjuntos, re- 
laciones, grafos, correspondencia, función y relación de equivalencia. Los restantes capítulos 
se dedican al estudio de las operaciones de unión e intersección de una familia de conjuntos, 
relaciones de orden, leyes de composición y al estudio de las estructuras fundamentales de 
grupo, anillo y cuerpo. En los últimos capítulos se estudia la combinatoria y lo que es un ál- 
gebra, en particular el álgebra de Boole y su aplicación al estudio de las redes de circuitos. 

El capítulo 1 incluye una descripción elemental de las reglas y símbolos que se emplean 
en el razonamiento lógico. Una de las mayores dificultades al analizar el rigor matemático 
de una demostración se halla en el hecho de que debemos comunicar nuestras ideas empleando 
el lenguaje ordinario, que está lleno de ambigiiedades. En ocasiones es dificil decidir si deter- 
minada línea de razonamiento es correcta o no. La lógica elimina estas ambigúedades aclarando 
cómo se construyen las proposiciones, hallando su valor de verdad y estableciendo reglas es- 
pecíficas de inferencia por medio de las cuales se puede determinar si un razonamiento es vá- 
lido o no. : 

En los capítulos 1 y 2 se presentan muchos problemas con su demostración formal para 
que se entienda con claridad lo que es una demostración matemática y los diferentes métodos 
de demostración que existen aplicados a problemas concretos. Se hace resaltar la manera de 
empleo de las tautologías que justifican los pasos en el proceso de una demostración. Este 
proceso no se sigue con los demás problemas no solo porque ello hubiera hecho el libro muy 
voluminoso, sino porque es más provechoso que el estudiante se acostumbre a hacer por su cuenta 
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las demostraciones, y cuando encuentre dificultades, lo más aconsejable es que reconstruya 
la demostración y vea si los pasos que ha escrito se justifican lógicamente y si la demostración 
es una demostración matemática O no. 

Cada capítulo empieza con el enunciado de las definiciones, principios y teoremas básicos, 
seguidos de un conjunto selecto de problemas resueltos en detalle y de otro grupo de proble- 
mas propuestos o ejercicios para resolver. Los problemas resueltos dan un enfoque práctico 
a la obra y permiten «asimilar con mayor facilidad la teoría expuesta, aclarando a la vez aque- 
llos puntos en los que el estudiante se siente inseguro y repitiendo los principios básicos que 
son vitales en un aprendizaje efectivo. Se recomienda que el estudiante trate de resolver los 
problemas por cuenta propia y después compare las soluciones obtenidas con las que van 
en el libro, lo cual le dará confianza y seguridad y le brindará la oportunidad de hallar otras 
soluciones. Los ejercicios para resolver tienen por objeto ver hasta qué pinto el estudiante 
ha ido asimilando lo estudiado. A la vez, se amplía en ellos la teoría. 

La obra se ha concebido para ser empleada como libro de texto o como complemento 
práctico de los cursos de matemáticas básicas en las universidades, escuelas superiores e ins- 
titutos politécnicos. Puede utilizarse también provechosamente para cursos de nivel preuni- 
versitario. Incluye material suficiente para cursos regulares y se recomienda también como 
texto para cursos intensivos de actualización de profesores de secundaria e institutos técnicos 
y para estudio personal o introducción a cursos avanzados en Otras áreas de la matemática 
que tengan por requisito el contenido de este libro. 

El libro es completo, en el sentido de que no es necesario emplear otras obras de referencia 
para su estudio, pues solo exige el mínimo de conocimientos de matemáticas que se enseñan 
en la secundaria. 

Finalmente, quiero expresar mi agradecimiento al profesor. Jesús María Castaño por 
la revisión crítica de la obra y por sus valiosas sugerencias, así como a los señores Francisco 
Gutiérrez, Director General de Harper € Row Latinoamericana, por la colaboración y 
estímulo que en todo momento me brindaron. 


A. Pinzón. E. 


CAPITULO Í 


Lógica 


Este capítulo tiene por objeto dar una descripción elemental de las reglas y símbolos que se 
emplean en el razonamiento lógico. No es una exposición de tipo filosófico ni formal de la 
lógica. Al final se estudiarán los métodos de demostración matemática, que es el objetivo fun- 
damental de este capítulo. 


NOCIONES DE LOGICA ELEMENTAL 


Lenguaje simbólico 


Una de las mayores dificultades en analizar el rigor matemático en una demostración es el 
hecho de que debemos comunicar nuestras ideas entre nosotros empleando el lenguaje ordi- 
nario. El lenguaje ordinario está lleno de ambigúedades; las palabras tienen varios significados, 
algunos de ellos son muy vagos y a veces es difícil decidir si determinada línea de razonamiento 
es aceptable o no. 

“ Una de las metas fundamentales de la lógica es eliminar estas ambigiedades, aclarando 
cómo se construyen tales proposiciones, evaluando el concepto de verdad y estableciendo 
reglas específicas de inferencia por medio de las cuales tal argumento puede ser juzgado como 
válido o no. E 

A continuación estudiaremos la construcción de proposiciones y su verdad. El primer 
objetivo es examinar las «partes» de las cuales se forman proposiciones. 

Empezamos considerando la frase «uno más uno es dos» o simbólicamente «1 + 1 = 2». 
Sabemos que este resultado es verdadero en la aritmética ordinaria. Pero si consideramos 
la frase «1 + 1 = 0» en la aritmética módulo dos, que se estudiará más adelante, es verda- 
dera, pero en la aritmética ordinaria no lo es. Esto muestra que la «verdad», en matemáticas, 
es una verdad relativa al modelo matemático que se considere. 

Las frases simples que forman las proposiciones fundamentales no son suficientes ni si- 
quiera para expresar una mínima parte de la terminología matemática. Nos damos cuenta 
que cuando expresamos nuestras ideas por medio de frases compuestas intervienen conectivos 
como «no», «y», «o». Es necesario introducir los conectivos lógicos que nos permiten formar 
proposiciones más complejas. Entre ellos se encuentran «no», «y» y «o». El más simple de 
ellos es «no». 


El conectivo «no» 


Si p es una proposición fundamental, p se puede negar de varias maneras. Por ejemplo, si p 
es la frase «las matemáticas son fáciles», entonces la negación de p es la frase «las matemáticas 
no son fáciles». Si no se desea especificar la frase de la cual se habla, entonces se designa por p 
y su negación por: nop, —p O p. Si —p es falsa, p es verdadera y viceversa. 
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Con esto logramos dos objetivos: primero, enriquecer el lenguaje, admitiendo nuevas pro- 
posiciones: la negación de las proposiciones fundamentales o primitivas, y segundo, dando 
métodos para asignar los valores de verdad a tales proposiciones. 


El conectivo «y» 


Vamos a estudiar otros conectivos con los mismos objetivos en mente. Si p y g son dos pro- 
posiciones fundamentales se acepta la frase «p y q» como una frase compuesta, que se designa 
por p A q. El símbolo A es el símbolo lógico para «y», y se llama conjunción; p A q se llama 
conjunción de p y q. ¿Cómo se asignan los valores de verdad a p A q si se dan los valores de 
verdad de p y q individualmente? 

Intuitivamente, vemos que p A q debe ser verdadera si, y solamente si, p y q son verda- 
deras. Entonces suponemos que el valor de verdad de p A q es V si el valor de verdad de p es 
V y el valor de verdad de q es V; de otra manera el valor de verdad de p a qes F. 


Ejemplo 1-1. Si pes la frase «1 es un número impar» y q es la frase «3 es un número primo», 
entonces p A q es la frase «1 es un número impar y 3 es un número primo». 


El conectivo «o» 


En matemáticas se emplea la palabra «o» en el sentido inclusivo, como el término legal y/o. 
Entonces una proposición del tipo «p o q» se toma siempre como «p o q o ambas». Con esto 
en mente, admitimos la frase compuesta «p o q» como una proposición. Esto se abrevia escri- 
biendo p v q. El símbolo se llama dispunción y la proposición p v q se llama disyunción de 
p y q. Parece razonable que si p es verdadera o q es verdadera (o ambas), entonces p v q debe 
ser verdadera. Entonces suponemos que p v q tiene el valor de verdad F si p tiene el valor 
de verdad F y q el valor de verdad F; de otra manera p v q tiene el valor de verdad V. 


Ejemplo 1-2. Si p es la frase «2 es un par» y q es la frase «3 es un primo», p v q es 
la frase «2 es un par o 3 es un primo». 


Resumamos los resultados obtenidos hasta ahora de la siguiente manera: 

A partir del conjunto original de proposiciones fundamentales hemos formado un nuevo 
conjunto, aceptando en él toda combinación de proposiciones del conjunto original, que se 
pueden formar empleando los conectivos lógicos A, v, —. Los elementos del último conjun- 
to se llaman proposiciones compuestas. Podemos tener ahora proposiciones compuestas del 
tipo (p A q) v r. 

El válor de verdad que se asigna a una proposición compuesta suponemos que se asigna 
de acuerdo con la extensión natural de las hipótesis anteriores. 

Estas hipótesis se resumen y generalizan por medio de lo que se llama una tabla de verdad. 

Las tres tablas de verdad de —,, , y, se dan a continuación. Se puede conocer el va- 
lor de verdad de una proposición, que contiene conectivos, determinando el valor de ver- 
dad de cada una de las componentes: Las posibilidades se dan en fila debajo de cada 
componente. A una proposición p se le asigna los valores V o F, escritos en este orden, 
debajo de la proposición p. 


TABLAS DE VERDAD 


Tabla 1-1. Tabla de verdad para —p 


E Pp =P 
Y F 1 0 
«F v 0 1 


También utilizamos 1 para verdad y O para falsedad. (Vea Tabla 1-1) 
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En el álgebra de circuitos 1 indica un interruptor cerrado y 0 el interruptor abierto. (Vea 


Fig. 1-1) 


1 
——_ 
a 


Figura 1-1 


pasa la corriente 


no pasa la corriente 


Tabla 1-2. Tabla de verdad para pa q 


Pp q pra p: q PA 
y Y Y 1 ] 1 
Y P F 1 0 0 
E Y F 0 1 0 
F F F 0 0 0 


En el álgebra de circuitos representamos la Tabla 1-2 cambiando «A» por «.» y se 


obtiene: 


AN 1.1 


Figura 1-2 


Ú 


no prende la lámpara 
no prende la lámpara 
no prende la lámpara 


sí prende la lámpara 


Tabla 1-3. Tabla de verdad para p v q 


Pp q Pp e5g P q pvwq 
v v y 1 1 1 
v F v 1 0 1 
E MÁ NÁ 0 1 1 
E de E 0 0 0 


En este caso, para el álgebra de circuitos se cambia v por +. Corresponde a un circui- 


to en paralelo. (Vea Fig. 1-3.) 


ja A 


Figura 1-3 
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Las tablas anteriores constituyen las hipótesis de la forma en que se asignan los valores 
de verdad. Parecen razonables y coinciden con nuestra intuición. Si las cambiamos, tendremos 
una lógica diferente, y, por tanto, una manera diferente de determinar la «verdad». Si las acep- 
tamos como hipótesis, debemos atenernos a sus consecuencias. 


Tablas de verdad derivadas y tautologías 


Las tablas de verdad anteriores son las que se necesitan para deducir el valor de verdad de cual- 
quier proposición por complicada que sea. A las tablas de verdad deducidas a partir de ellas 
se les llama tablas de verdad deducidas. 

Esto lo ilustramos con el siguiente ejemplo: Calculemos la tabla de verdad de la propo- 
sición —p v q. Como lo indica la Tabla 1-4, debemos empezar con todas las posibles combi- 
naciones de valores de verdad de p y q, las cuales se dan en las dos primeras columnas. La co- 
lumna 3 contiene los valores de verdad de p que se deducen de la columna 1,según la Tabla 1-1. 
Se vuelve a escribir la columna 2 en 4 y aplicamos la Tabla 1-3 a las columnas 3 y 4 para 
obtener el resultado pedido en la columna 5. Comparando los valores de verdad de —p v q 
con los de p y q, vemos que —p v q €s falsa solamente cuando p es verdadera y q falsa. Por 
esta razón usamos la frase «si p entonces q» por la abreviación p > q, que es muy común en 
matemáticas. Esta proposición se llama condicional. Otras frases que comúnmente se consi- 
deran equivalentes son: «p implica q», «p solamente si q», «p es suficiente para q» y «p es ne- 
cesario para q». 

Usamos el símbolo p=> q para indicar esta disyunción particular. Entonces, p > q y 
—p v q son símbolos de la misma proposición. 


Tabla 1-4. Tabla de verdad de -p v q 


P q -p q (=p v 9) 
v v F v v 
v F F F F 
F v v v v 
F F v F v 


Al principiante le sorprende el hecho de asignarle el valor V a p > q, cuando p es falsa 
como lo indica la Tabla 1-4. Por ejemplo, la proposición «si 4 es un número primo, entonces 
6 es primo», es una proposición verdadera a pesar de que «4 es un número primo» es una pro- 
posición falsa. El que la proposición «6 es un primo» sea falsa, no tiene importancia. Nada 
se afirma con respecto al valor de verdad de q en este caso, solamente el valor de verdad de 
p => q, y éste queda completamente determinado por las tablas fundamentales. 

Otro tipo de proposición que se presenta con frecuencia es de la forma «p si, y solamente 
si, q» (que se suele abreviar «ssi»). Intuitivamente esta proposición parece ser la combinación 
de p> 4 y 4> p, esta última llamada recíproca de la p > q. Estudiemos la tabla de verdad 
de (p=> 9) a (q = p) empleando la Tabla 1-4 como guía. 


Tabla 1-5. Tabla de verdad para (p= 3) a (9=> p) 


q p>q q4=>p (lo>3) A (ap) 


Tn<<|“w 
<< 
<<m< 
IAE 
<mm.< 


LOGICA 13 


La columna 4 resulta de considerar la Tabla 1-4 con p y q intercambiadas. La tabla re- 
sultante revela que la proposición (p => q) A (9= p) es verdadera cuando p y q tienen el mismo 
valor de verdad, y falsa de otra manera. Esta parece una interpretación adecuada del valor 
de verdad de la frase «p si, y solamente si, q». A este conectivo lógico especial lo llamamos equi- 
valencia lógica o bicondicional y utilizamos el símbolo <> para indicarlo, entonces p <> q es 
lo mismo que (p > 4) A (q => p). 

Existen claras limitaciones al uso de las tablas de verdad para establecer el valor de ver- 
dad, puesto que el número de proposiciones diferentes que pueden formar las proposiciones 
compuestas las hace demasiado complicadas. Para una sola proposición se tienen dos valores. 
Para dos proposiciones se tienen 2? = 4 posibles combinaciones de V y F. Para tres, 2? = 8. 
En general, para n, 2” combinaciones. 


Regla. Si se tienen dos proposiciones, la primera columna tiene V, V, y F, F, y la segunda 
VE VS E: 


Para tres proposiciones, la primera columna tiene V, V, V, V, y F, F, F, F; la segunda 
de a dos, V, V, y F, F; la tercera, V, F, V, F, V, F, V, F. 

Para cuatro proposiciones, la primera columna tendrá ocho V y ocho F, la segunda empe- 
zará con cuatro V, después cuatro F, y así sucesivamente. La Tabla 1-6 ilustra el caso de tres 
proposiciones. 


Tabla 1-6. Tabla de verdad de [(pv q) A r]>-qAp 


p q r pq Pbvgar -9 -=9 Ap [evdarl>-=95np 
v v v v v F F F 
vo v FE v F F F v 
v F v y v v v v 
v F F v F v v v 
F v v v v F F F 
F v F v F F F y 
F F v F F v F v 
F F F F F v F v 
Tautologías 


La Tabla 1-7 muestra el valor de verdad de la proposición p v —p. 


Tabla 1-7. Tabla de ver- 
dad para p v —p 


2. PvP 


Pp 
NÁ Y Y 
F v NA 


Se observa que el valor de verdad de p v —p es V, independiente del valor de verdad 
de p. Tales proposiciones se llaman tautologías. Lo contrario, una falsedad. Su importancia 
deriva del hecho de que son «verdaderas» en el sentido de que el valor de verdad es indepen- 
diente del valor de verdad de sus componentes. Algunas de estas tautologías son muy comunes 
y útiles y por eso se les llama leyes. La tautologia de la Tabla 1-7 se llama ley del tercio ex- 
cluido. 
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Definición. Cuando la proposición p > q es una tautología, decimos que p implica tautológi- 
camente a q, O es un condicional. En tal caso, q debe ser verdadera cuando p es verdadera, 
porque p => q es falsa solamente cuando p es verdadera y q falsa, y este caso no se presenta 
cuando p= q es una tautología. 


La Tabla 1-8 ilustra el caso de una implicación tautológica, que se llama ley de la con- 
tracción conjuntiva. 


Tabla 1-8. Implicación tautológica para 


Lbag>p 
P q pRq Lag>p 
v v v v 
v F F v 
F v F v 
F F F v 


Supongamos que p= q es una tautología para las proposiciones p y q. Recordando la 
Tabla de verdad 1-5, para p <> q, vemos que esto se puede presentar solamente cuando p y q 
tienen el mismo valor de verdad. Por ejemplo, la Tabla 1-9 muestra que (p A 9) => (q A p) 
es tal caso. El significado del caso en que p => q es una tautología, es que p y q, teniendo el 
mismo valor de verdad, se pueden intercambiar en cualquier proposición, sin afectar el valor 
de verdad de la proposición. Esto no implica que p = q, lo que dice es que p y q Son equiva- 
lentes en cierto sentido, por tanto, decimos que p y q son tautológicamente equivalentes cuando 
p <= q€s una tautología y algunas veces se escribe p eq 9. 


Tabla 1-9. Tautología (p A q)<> (q a p) 


P E) lord) (ga p) (paq) (qa p) 
v v v v v 
v F F F y 
F v F F v 
F F F F v 


La equivalencia de la Tabla 1-9 se llama ley conmutativa. 
Una proposición p, que es a la vez verdadera y falsa, se dice contradictoria. Su tabla de 
verdad en la última columna contiene únicamente F. Ejemplo p a —p. (Vea Tabla 1-10.) 


Tabla 1-10 
Pp -p PA=p 
v F dl 
F v F 
CUANTIFICADORES 


Hasta el momento, la discusión se ha restringido al caso en que p, 9, F,.. .., SOn proposiciones. 
Considere la frase abiertaj «x > S», llamada fórmula. Vemos que esta fórmula no es ni ver- 
dadera ni falsa. Supongamos que la variable x toma valores en el conjunto (2, 4, 6). Enton- 


1 Por frase abierta se debe entender una función proposicional que al remplazar las variables por elementos de un 
referencial la convierte en una proposición que es verdadera o falsa. 

No usamos la expresión «función proposicional» con el fin de que el estudiante en un comienzo no tenga la im- 
presión de que existen varios tipos de funciones. 
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ces la frase abierta «x > 5» da las tres proposiciones «2 > 5», «4 > 5», «6 > 5», dos de las 
cuales son falsas y una verdadera. 

El análisis de la asignación de valores de verdad a tales frases abiertas es más complicado, 
aunque semejante en estructura al análisis de verdad que se discutió. En cualquier enunciado 
que contenga fórmulas, p(x), q(x), r(x), etc., un universo o conjunto de referencia, donde la 
variable x toma sus valores, se debe hacer explicito. Si interviene más de una variable, se deben 
dar los conjuntos donde toman valores. El remplazo de x por un elemento del conjunto uni- 
versal transforma la fórmula en x en una proposición. El análisis anterior se aplica, suponiendo 
que cada una de tales proposiciones tiene un valor de verdad V o F. Además, si p(x) y g(x) son 
dos fórmulas y a un elemento específico del conjunto universal, entonces p(a), g(a) v pla), 
pla) a gía), etc., son proposiciones compuestas. 

Esto sugiere que definamos el concepto de fórmula compuesta como la que se obtiene de 
fórmulas dadas, empleando los conectivos —, A, v, como se definieron anteriormente para 
proposiciones. De una fórmula compuesta, como p(x) => q(x), se puede obtener la propo- 
sición compuesta p(a) > q(a), remplazando x por a. Es importante en tales casos que se rem- 
place el mismo valor de x para la fórmula compuesta. 

Ahora hemos ampliado el conjunto de proposiciones de la teoría de que se habla, agre- 
gando las proposiciones obtenidas de fórmulas al remplazar las variables por elementos del 
conjunto universal. 

Consideremos la fórmula p(x) con x tomando valores en el conjunto X. Diremos que p(x) 
es universalmente verdadera si el valor de verdad de p(x) es V para cada remplazo de x por up 
elemento de X. Por ejemplo, la fórmula «x > 5» es universalmente verdadera si X=(6, 8, 10.) 
Como el conjunto X se fija en cualquier contexto, siempre podremos afirmar si una fórmula 
dada es universalmente verdadera o no. 

En general, como se vio, el valor de verdad de una fórmula depende del universo de sus 
variables. Algunas fórmulas, a causa de su forma, son universalmente verdaderas, indepen- 
diente del universo que se seleccione. Por ejemplo, si q(x) = «x > 5» o «x < 5», q(x) es uni- 
versalmente verdadera para cualquier conjunto de números reales. Esto se debe a la forma 
de q(x). En general, la fórmula p(x) v —p(x) será universalmente verdadera para cualquier 
universo, para el cual p(x) tenga sentido. Para ver esto, sea «a» un elemento específico de X. 
Si se remplaza x por a se obtiene la proposición p(a) v —pla). 

Como la última es una tautología, podemos decir que p(a) v —p(a) tiene por valor de 
verdad V. Al remplazar x por otro elemento de X, también se llega a la misma con- 
clusión. 

Las fórmulas de este tipo que son universalmente verdaderas para cualquier universo 
admisible se llaman fautologías, puesto que su valor de verdad depende solamente de su forma. 
Es claro que cualquier proposición tautológica es también una tautología si las variables pro- 
posicionales se remplazan por fórmulas. 

Existe otro método de formar proposiciones a partir de fórmulas y es muy común en ma- 
temáticas. Suponga que p(x) es una fórmula universalmente verdadera para un universo dado X. 
Esto es equivalente, como se vio, a verificar si p(x) da una proposición verdadera para todo 
elemento x de X. Abreviando la frase «para todo» por el símbolo V, se admite la nueva frase 
«Vx: p(x)», que representa «para todo x, p(x) da una proposición verdadera». Tal proposi- 
ción es verdadera si p(x) es universalmente verdadera y falsa de otra manera. Esto muestra 
que el valor de verdad de «Vx, p(x)» depende del universo que se dé. En la práctica no hay ne- 
cesidad de distinguir entre las frases «para todo», «para cada» y «para todos». Todas se de- 
signan por V, que se llama cuantificador universal. 

Como Vx, p(x) se admite como proposición, debemos saber negarla para que sea consisten- 
te con el desarrollo anterior. Si Vx, p(x) no es verdadera, entonces debe existir un elemento, di- 
gamos a, en el universo, tal que p(a) tenga el valor F o equivalentemente, —p(a), tenga el 
valor V. 

Por ejemplo, con el universo (2, 4, 6), la proposición Vx, x > $5 es falsa. En este caso, 
se puede tomar a «a» como 2 o 4. Esto sugiere que la negación de Vx, p(x) debe ser la propo- 
sición «existe x tal que —p(x) dé una proposición verdadera», y esta proposición es verdadera 
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si, y solamente si, Vx, p(x) es falsa. Se abrevia la frase «existe un» por 3 y se escribe 3x, —p(x) 
por la proposición anterior. 

Así se ha definido —(Vx, p(x)) => Jx, —p(x). 

En general, si q(x) es cualquier fórmula, la frase 3x, g(x) es una proposición cuyo valor 
de verdad es V si existe un remplazo para x en el universo, para el cual g(x) es una proposición 
verdadera. De otra manera 3x, q(x) tiene valor de verdad F, entonces 


— (Ax, q(x)) > Vx, —g(x) 


No se hace distinción entre la frase «existe un» y «para algunos». Ambas se designan por 3, 
que se llama cuantificador existencial. 

Hasta el momento se ha enriquecido el vocabulario incluyendo fórmulas y cuantificadores 
para convertir las fórmulas en proposiciones. Sabemos que algunas fórmulas son universal- 
mente verdaderas en cualquier universo a causa de su forma y se llaman tautologías. En las 
tablas que se darán a continuación, p, q, r, ..., se pueden interpretar como representantes 
de proposiciones o fórmulas. 


PROPOSICIONES QUE TIENEN TABLAS DE VERDAD DADAS 


Ahora vamos a considerar el problema: dada una tabla de verdad, halle la proposición o pro- 
posiciones que la satisfacen. Consideremos el problema para el caso de tres variables, 
únicamente; su generalización es fácil. Suponga que la tabla de verdad dada contiene en su 
última columna únicamente F. Si observa la tabla de verdad de la proposición p A —p, vemos 
que contiene solamente F en la última columna; esta proposición es una de las respuestas del 
problema. Ahora se van a considerar tablas de verdad que contienen una o más V en la última 
columna. El método que se empleará es construir proposiciones que sean verdaderas únicamente 
en un caso, y después, construir las proposiciones pedidas como las disyunciones de éstas. La 
Tabla 1-11 muestra ocho proposiciones, cada una verdadera en un caso. 


Tabla 1-11 

Conjunciones 
2 1 E fundamentales 
v v v PAG Ar 
NW Y E PAY A—r 
v e v PA=qar 
Y F E PAR=qA—r 
F v v =pAg Ar 
F y F =PM9 Ar 
F 15 v =pA-=qpar 
E F FR —=pPA-qA—r 


A tales proposiciones las llamaremos conjunciones fundamentales. Contienen cada variable 
o su negación, según que la variable tenga V o F en su respectiva columna. La disyunción de 
dos proposiciones fundamentales es verdadera en dos casos; la de tres, en tres casos, etc. Por 
tanto, para hallar la proposición que tiene una tabla de verdad dada se forma la disyunción 
de las conjuciones fundamentales cuyo valor de verdad es V el cual se da en la Ta- 


bla 1-11. 


Ejemplo 1-3. Hallar la proposición cuya tabla de verdad contiene V en la primera, segunda 
y última filas y F en las demás. La proposición pedida es la disyunción de la primera, 
segunda y última filas de la Tabla 1-11, es decir, 


lPagarivipnga =r)v(=pa qa —r) 
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Ejemplo 1-4. Un lógico es hecho prisionero por una tribu, y lo llevan a una cárcel que tiene 
dos puertas. El jefe de la tribu le ofrece al prisionero la siguiente oportunidad para que quede 
en libertad: «Una de las puertas le lleva a la muerte y la otra a la libertad. Usted puede salir 
por cualquier puerta. Para ayudarle a que tome su decisión, dos guerreros estarán con usted 
y le contestarán cualquier pregunta que les haga. Le prevengo que uno de mis guerreros siempre 
dice la verdad, mientras que el otro siempre miente.» ¿Qué debe preguntar? 

El lógico, después de pensar un momento, hace una pregunta y escoge la puerta que con- 
duce a la libertad. ¿Qué pregunta hizo? 


Sea p la proposición «la primera puerta conduce a la libertad» y q la proposición «usted 
siempre dice la verdad». Se quiere hacer una pregunta en la que una respuesta «sí» signifique 
que p es verdadera y un «no» signifique que p es falsa, entonces el valor de verdad es F. Un 
análisis similar vale si la respuesta es «no». Los valores de verdad de la pregunta pedida se 
muestran en la Tabla 1-12. 


Tabla 1-12 
Respuesta Tabla de verdad 
P 2 deseada de la pregunta 
y v Sí bd 
MÁ F Si F 
1 v No E 
FR E No Y 


Esto muestra que hemos reducido el problema al de hallar una proposición que tiene 
por tabla de verdad la anterior. Siguiendo el método general, vemos que la proposición 
(p A q) v (—p A —) la verifica. Entonces el lógico debe hacer la pregunta: «¿Conduce la 
primera puerta a la libertad y usted dice la verdad, o la segunda puerta conduce a la libertad 
y usted miente?» La proposición p<> q tiene la misma tabla de verdad, luego una pregunta 
equivalente y más corta sería: «¿Conduce la primera puerta a la libertad si, y solamente si, 
usted dice la verdad?» 


APLICACIONES A LA TEORIA DE CIRCUITOS 


La teoría de las proposiciones compuestas tiene muchas aplicaciones, entre ellas la teoría de 
los circuitos eléctricos. 

Un circuito puede estar «abierto» o «cerrado». Cuando está abierto no permite el paso 
de corriente, mientras que cuando está cerrado sí lo permite. 

Se desea resolver el siguiente problema: Dado un circuito, con algunos interruptores 
cerrados, determinar si pasa corriente de T, a T,. 


T, ———P—— T; Y, ——P—_Q—=e Y, 


Figura 1-4 Figura 1-5 


La Figura 1-4 muestra el circuito más simple, en el cual 7, y 7, están conectados por un 
alambre que contiene un interruptor P. En caso de que el interruptor esté cerrado, pasa co- 
rriente de 7, a T,. La Figura 1-5 muestra los interruptores P y Q en «serie». Si P y Q están 
cerrados, pasa corriente de T, a T,. 

Asociemos una proposición a cada interruptor. Sea p la proposición «el interruptor P 
está cerrado» y q «el interruptor Q está cerrado». La Figura 1-4 dice que si p es verdadera, pasa 
corriente, y la Figura 1-5, que si p y q son verdaderas, pasa corriente. La Figura 1-6 muestra 
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P. PL. 
z ss O ñ á — + ll 
"R-——$S 
Figura 1-6 Figura 1-7 


un circuito en el cual P y Q están conectadas en paralelo. La corriente pasa de T, a T, si 
p y q €s verdadera. 

La Figura 1-7 muestra un circuito en serie y en paralelo. La parte superior está represen- 
tada por pAg y la inferior por r A s; el circuito completo está representado por 
(p A g) v (r a s). Como hay cuatro interruptores y cada uno puede estar abierto o cerrado, 
hay 2* = 16 posibilidades de conexión. La tabla de verdad de (p a q) v (r A s) contiene 
cuatro variables, p, q, r y s, es decir, 16 filas. Las combinaciones de interruptores que permiten 
el paso de corriente corresponden en la tabla a las filas que dan por. valor de verdad V. No es 
necesario que los interruptores actúen independientemente. Es posible acoplar dos o más in- 
terruptores, de manera que unos estén cerrados y abiertos simultáneamente. Se indica esto 
en el diagrama, asignando la misma letra a tales interruptores. También es posible acoplar dos 
interruptores, de manera que uno esté cerrado y el otro abierto. Indicamos esto asignando la 
letra P al primero y P' al segundo. La proposición «p está cerrado» es verdadera ssi «p'» está 
cerrado es falsa. Por tanto, si p es la frase «p está cerrado», entonces —p es «P' está cerrado». 
Esto se ilustra en la Figura 1-8, 


-P- 


Figura 1-8 


La proposición asociada es [p v (-p a —q)] v [p A q]. Como la proposición es 
falsa, solamente si p es falsa y q verdadera la corriente fluirá a menos que P esté abierto y Q 
cerrado. 

Verificación: Si P está cerrado pasará corriente, pues por la parte superior pasa corriente, 
independientemente de que O esté abierto o cerrado. Si ambos están abiertos, entonces P” y 
O' están cerrados; por tanto, pasará corriente por el circuito intermedio. Pero si P está abierto 
y Q cerrado, por ninguno de los circuitos pasa corriente. 

Observe que no es necesario considerar el paso de corriente por el circuito inferior. La 
contraparte lógica de este hecho es que la proposición asociada al circuito es equivalente a 
[po v (=p A —qg)], cuyo circuito es únicamente la parte superior del que estamos conside- 
rando. En otras palabras, las propiedades eléctricas del circuito son las mismas si el circuito 
inferior se omite. Como último problema considere el diseño de una red que tenga determi- 
nadas propiedades. Esto es equivalente al problema de reconstruir una proposición a partir 
de una tabla de verdad. 

En lo anterior se desarrolló un método para hallar una proposición a partir de una tabla 
de verdad. (El circuito que corresponde a una tabla de verdad formada por F no es de interés, 
Puesto que no pasa corriente en el circuito.) 

Cada una de tales proposiciones se puede construir como una disyunción de las conjuncio- 
nes fundamentales; son de la forma p Aq Ar,p A q A —r, etc.; cada una representa un 
circuito con tres interruptores en serie y se llama circuito serie fundamental. La disyunción de 
algunas de estas conjunciones básicas se representa por un circuito que se obtiene al unir varios 
circuitos que están en serie, en paralelo. 
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Tabla 1-13 
Valor de verdad Conjunción fundamental 
? 4 » deseado correspondiente 
v v v v PAG Ar 
V v F v PANG A—r 
v F Wo v PrnR=GAr 
v F F F PA=qA—r 
F NA Y v —-PpAg ar 
PB W de E -PAg Ar 
F F v F —=PA—=9 Ar 
F F F F =P A 4 A =r 


Ejemplo 1-5. Un comité de tres personas desea emplear un circuito eléctrico para registrar 
una votación secreta y mayoritaria. Diseñe un circuito de manera que cada miembro pueda 
presionar un botón para su voto «sí» (no se presiona para un voto «no») y que se encienda 
una lámpara cada vez que la mayoría del comité vote «si». 

Sea p la proposición «el miembro 1 del comité vota ““sí”», sea q la frase «el miembro 2 
vota *» y r «el miembro 3 vota ““sí”». La tabla de verdad de «la mayoría de los miembros 
vota “sí”» se da en la Tabla 1-13. La tabla muestra que la proposición compuesta que se pide es 


(DAGgarivipaqa —r)v(pa-qAar)v(-pagqar) 


La Figura 1-9 muestra el circuito pedido. 


=== 
4 2 Po 
> Ti pue Ta 
A PAL: 
Bateria lámpara 
211] 
Figura 1-9 Figura 1-10 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. ¿Qué tipo de circuito le corresponde a una tautología? Dé un ejemplo. 


2. Construya el circuito correspondiente a la proposición 
[Pa -Yv (rr y (Epa q) 
3. ¿Qué proposición representa el' circuito de la Figura 1-10? 


Construya la tabla de verdad del circuito del Ejercicio 3. ¿Qué dice con relación al circuito? 


5. Diseñe un circuito más simple que el del Ejercicio 3 y que tenga las mismas propiedades. 
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B. Un grupo de cinco candidatos debe resolver un examen, verdadero-falso, con cuatro preguntas. Dise- 


ñe un circuito de tal manera que un candidato presione botones para las preguntas que desea contes- 
tar «verdaderas» y que el circuito indique el número de respuestas correctas. (Indicación: tiene cinco 
luces, correspondientes a 0, 1, 2, 3, 4, respuestas correctas, respectivamente.) 


7. Diseñe un esquema para trabajar con tablas de verdad empleando circuitos. 


Razonamientos válidos 


Uno de los objetivos fundamentales de este capítulo es ver si determinados razonamientos 
son verdaderos o falsos. 

Por razonamiento se debe entender la afirmación de que determinada proposición (la 
conclusión) sea consecuencia de las otras proposiciones (las premisas). Un razonamiento es 
válido si, y solamente si, la conjunción de las premisas implica la conclusión, es decir, cuando 
las premisas son todas verdaderas, la conclusión es verdadera. 

Observe que la verdad de la conclusión es independiente de la manera de demostrar la 
validez de un razonamiento. Una conclusión verdadera no es ni condición necesaria ni sufi- 
ciente para la validez de un razonamiento. Los dos ejemplos siguientes muestran este hecho 
y la forma en que se establece un razonamiento. Las premisas se separan de la conclusión por 
una raya. 


Ejemplo 1-6. Si los Estados Unidos es una democracia, entonces sus ciudadanos tienen el 
derecho de votar. 
Sus ciudadanos tienen el derecho de votar. 


Por tanto, los Estados Unidos es una democracia. 


La conclusión es verdadera. El razonamiento no es válido, porque la conclusión no es 
consecuencia de las premisas. 


Ejemplo 1-7. En una democracia al presidente lo elige el pueblo. 
En Inglaterra, el primer ministro es el jefe ejecutivo. 
El primer ministro británico no es elegido directamente. 


Por tanto, Inglaterra no es una democracia. 


En este caso, la conclusión es falsa, pero el razonamiento es correcto, porque la conclu- 
sión es consecuencia de las premisas. Si observa que la primera premisa es falsa, la paradoja 
desaparece. 

Si un razonamiento es correcto, entonces la conjunción de todas las premisas implica la 
conclusión. Si las premisas son verdaderas, la conclusión es verdadera. Sin embargo, si una 
o más de las premisas es falsa, la conjunción de todas las premisas es falsa; por tanto, la con- 
clusión puede ser verdadera o falsa. 

Todas las premisas pueden ser falsas, la conclusión verdadera y el razonamiento verdade- 
ro, como lo muestra el ejemplo siguiente. 


nplo 1-8. Yodos los perros tienen dos paías. 
Todos los animales de dos patas son carnívoros. 


Por tanto, todos los perros son carnívoros. 


En este caso, el razonamiento es verdadero y la conclusión verdadera, y las dos premisas 
falsas. 
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Cada uno de estos ejemplos hace resaltar el hecho de que ni el valor de verdad ni el con- 
tenido de cualesquiera de las proposiciones que intervienen en el razonamiento determina la 
validez del argumento. 

Las siguientes son formas correctas de razonamiento: 


1) p>4 2) p>4 
y AN 4 


q dl A 


Sus tablas de verdad son: 


Tabla 1-14 
Pp q pg P q PR HH E 
IN) Y v bd WN v P F 
Y y F y F E v E 
F Ne v E Y v E Y 
E E NA bl E v v v 


La Tabla 1-14 muestra que para el primer razonamiento existe únicamente un caso en que 
ambas premisas son verdaderas, es decir, el primer caso, y la conclusión verdadera; entonces 
el razonamiento es verdadero. Un razonamiento que no es verdadero se llama una falacia. 


Ejemplo 1-9. 3) p=q4 4)  p>4 
q =8 


P a Y 


En la primera falacia, ambas premisas son verdaderas en el primer y tercer caso de la Ta- 
bla 1-14, pero la conclusión falsa en el tercer caso; por tanto, el razonamiento es falso. 

En la segunda falacia, ambas premisas son verdaderas en los dos últimos casos, y la con- 
clusión falsa en el tercero. 

Un razonamiento depende únicamente de su forma y es independiente del valor de verdad 
de sus componentes. La tabla de verdad muestra que si ambas premisas son verdaderas, en- 
tonces las conclusiones de los razonamientos 1) y 2) son verdaderas. Además muestra que es 
posible escoger ambas premisas verdaderas sin que la conclusión sea verdadera, como en 


3) y 4). 


Tabla 1-15 
P q F PR qg>r DRr 
v Y Y v v Y 
v Y F Y Pp: E 
he Bn y) F y v 
v F F F y: F 
F v v v v Y: 
F Y p v F v 
F E v Y ya Y 
F F y MÁ Y: v 
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Ejemplo 1-10. Considere el siguiente razonamiento: 


P>4 
qg=>r 
p>r 


Las dos premisas son verdaderas en los casos 1, 5, 7 y 8 filas de la Tabla 1-15. Como en 
cada uno de estos casos la conclusión es verdadera, el razonamiento es correcto. 


METODOS DE DEMOSTRACION 


En resumen: una demostración matemática consiste en que a partir de una proposición ver- 
dadera R y empleando las tautologías anteriores, se demuestra que una proposición S es ver- 
dadera. E 

La demostración de un teorema consiste en mostrar una argumentación convincente de 
que el teorema es consecuencia lógica de las hipótesis y teoremas ya demostrados. ¿Qué signi- 
fica que un teorema es consecuencia lógica de las hipótesis y teoremas ya demostrados? Como 
veremos a continuación, son precisamente las tautologías las que determinan esto; es decir, 
las tautologías determinan las reglas de inferencia lógica que se emplean para deducir un teo- 
rema a partir de proposiciones conocidas. 

Este proceso de inferir una proposición £ de las proposiciones dadas $, sz, .. . , s, Se llama 
razonamiento y se representa de la siguiente manera: 


sí 
Sa 


Con esto se quiere decir que, como las proposiciones sy, sz, . . . ,5, SOn verdaderas, por tanto (.*.), 
1 es verdadera. A las proposiciones Sy, s,, ..- , s, Se les llama premisas del razonamiento y a £ 
conclusión. Se dice que tal razonamiento es válido si, y solamente si, la proposición 
($, AS¿ A *** A Sy) => tes una tautología. Por ejemplo, considere el siguiente razonamiento: 


p: Luis se levanta a las siete. 
p= py: Si Luis se levanta a las siete va a clase. 
P1=>q: Si Luis va a clase, entonces se graduará. 


q: Luis se graduará. 


Tabla 1-16 
PO Op q pp pn>=>g pale>plata=g  [rb=>p.)20>9=>q9 
VOY y v v v v 
VoVv EF v F F v 
vo F v F v F v 
V OF F F v F v 
R- Y Y v v F v 
Y F v Ly F Y 
F -R.v v v F v 
a v v F v 


LOGICA 23 


Este razonamiento es válido porque la proposición formada por la conjunción de las pre- 
misas implica la conclusión; es decir, la proposición [p A (p=p,) a (p, > q)] > q es una 
tautología, como lo muestra la Tabla 1-16. 

De la misma manera lá generalización del razonamiento anterior es válida. 


Pp 
P=>Px 
Bu > Pa 


Pn=> 49 


q 


Al demostrar un teorema de la forma «si p entonces q» (p => q). comúnmente se empieza 
suponiendo que p es dado; después se construye una cadena de proposiciones de la forma 
P=>PiP1>Dz ---> Pa q, cada una de las cuales es una hipótesis dada de antemano o 
un teorema ya demostrado. Tan pronto se llega en esta cadena a la proposición p, => q, de 
ello se concluye q. Este razonamiento es válido, pero ¿cómo demuestra el teorema, es decir, 
como establece la verdad de la implicación p > q? Para ver esto recuerde que una implicación 
p => q€s falsa solamente cuando p es verdadera y q falsa; entonces todo lo que se necesita para 
mostrar que p >> q es verdadera es el caso en que p es verdadera, q necesariamente debe ser 
verdadera. Esto es precisamente lo que el razonamiento anterior determina. 

Porque siendo un razonamiento válido, la proposición formada por la conjunción de las 
premisas implica la conclusión. 


Dab=p)r =p non o =>)]=> 49 


es una tautología. Y resulta que, como en la demostración de un teorema de la forma p => g, 
cada una de las proposiciones p, p > P;, P1 > Pa, --- Ph => q es verdadera, puesto que es 
una hipótesis dada o un teorema demostrado. Así, si p es verdadera, p a (p>P,) A (p, > P2) 
A == A (pn=> 4) es verdadera, porque es una conjunción de proposiciones verdaderas. Pero 
esto también quiere decir que q debe ser verdadera para que la proposición [p a (p => P1) 
A +++ A (Pp => q)] > g sea verdadera (puesto que una implicación es únicamente verdadera 
en los casos V > V y F = F). 

Un razonamiento del tipo anterior se puede emplear para demostrar un teorema de la 
forma «si p entonces q» (p => 9). Se supone la hipótesis p, y después-se construye una «cadena» 
de proposiciones conocidas- (hipótesis o definiciones dadas anteriormente, o teoremas de- 
mostrados y aplicaciones de éstos) que conducen de p a q. y de lo cual se concluye q. (Fig. 1-11.) 


Ejemplo 1-11. . Considere la demostración del siguiente teorema: «Si a y b son números pares, 
entonces a + bes un número par» (p => q). 
Suponga que a y b son números pares. P 
Entonces, según la definición de número par, 2 | a y 2 | b. Pp =>P; 


Esto significa que a = 2: m y b = 2: n para dos enteros m y n, 
según la definición de lo que significa un número entero divide 


a otro. P1>Pz 
Pero, sia=2:-myb=2-n,entoncesa+b=2-m+2:n= 

2 + (m + mn), por la propiedad distributiva. P2=> Pr 
Como a + b= 2: (m +1) ym + nes un entero, 2 | (a + bh). Px3=> Pa 


Si a + b es divisible por 2, esto quiere decir que es par; según la 
definición de número par. Pa>4 
Por tanto, a + bes un número par. ae 
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Figura 1-11 


Un análisis de la demostración muestra que el razonamiento es válido. Establece el teo- 
rema, porque cada una de las proposiciones p > P,, P, > Pa, P2 > Pas P3 > Pa Y Pa=> 4, 
es un resultado que ha sido enunciado o demostrado anteriormente. 

Si el teorema que se va a demostrar no es de la forma p > q, sino una proposición q, en- 
tonces se remplaza p en el argumento anterior por una proposición apropiada p, que se conoce 
y después se construye una cadena de proposiciones que van de p, a q: 


Este razonamiento establece la verdad de p, =4. 


Los métodos más usados son los siguientes: 


1. Demostración directa o por implicación 


Lo estudiado anteriormente describe el método de demostración directa. Consiste en la apli- 
cación del modus ponens. Es decir, si la proposición p es verdadera y la implicación (p => 4) 
es verdadera, entonces q es verdadera. 


2. Demostración indirecta 


El primer tipo de demostración indirecta se llama demostración por contraposición. Como el 
nombre lo indica, consiste en que para demostrar un teorema de la forma «si p entonces q», 
demuestra su contrarreciproco (—q) > (—p). En este caso se construye una cadena de pro- 
posiciones que conducen de (— q) a (—p), en vez de p a q. Esta implicación es verdadera puesto 
que (-q) > (—p) es equivalente a p => q. que es verdadera. El siguiente ejemplo ilustra este 
método de demostración. 


Ejemplo 1-12. Teorema. Sean a, b y ce números enteros positivos. Si 
: a+c<b+c, entonces a < hb 


Demostración. A continuación se va a demostrar el contrarrecíproco: si a < bh, entonces 
a + << b + c. Por tanto, suponga que a + bh. Entonces, por la propiedad tricotómica, a = b 
o hb < a. En el primer caso se tendría a + c = b + c, y en el segundo caso, b+c<a+c; 
en cualquier caso se tiene que a + c 4 b + .c. Por tanto, si a 4 b, entonces a+ c 4 b+c, 


Ejemplo 1-13. Si x y y son enteros positivos y xy un número impar, entonces x y y son im- 
pares. 


Demostración. Suponga que no son ambos impares Entonces, uno de ellos, digamos x, es 
par, x= 2z. Por tanto, xy = 2yz, que es un número par contrario a la hipótesis. 
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De esta demostración, al escribirla en forma explícita, se tiene lo siguiente: 


Dado: xy número impar P 

Demuestre: xx y y son ambos impares q ' de! 

Suponga: x y y no son ambos impares -q 

Entonces: x Ay 
z y es par Pp 


Nota. Las siguientes tautologías muestran que en el método indirecto de demostración se 
Puede hacer uso de la hipótesis original y la negación de q, es decir, —q. La tercera muestra 
que la doble hipótesis p y —q puede conducir a una contradicción de la forma r A —r, que 
es la demostración por contradicción o reducción al absurdo. 


(=> 4)=>[(pa -9)> —p)] 
(=> =[( a —9)> -q)] 
(=> =<=![pa -> (ra 1] 


El segundo método de demostración indirecta de un teorema 1 consiste en establecer la 
verdad de t, estableciendo la falsedad de su negación de la siguiente manera: se muestra que 
la negación de 1, —1, lleva a una contradicción, de la forma r a —r. Este método se llama 
demostración por contradicción o por reducción al absurdo. 

Si se muestra que —1 implica tal contradicción, es decir, si se establece la verdad de la 
proposición (—1) => (r A —r) para alguna proposición r, entonces, en virtud de que r A —r 
es falsa, se concluye que —1 también es falsa (porque los únicos casos en que la implicación es 
verdadera son V > V, F = V, F = F) y, por tanto, 1 es verdadera. El siguiente ejemplo ilustra 
este método. 


Ejemplo 1-14. Teorema. Si S es el conjunto de todos los números primos, entonces S es 
un conjunto infinito. [p => q]. 


Demostración. Suponga que no: es decir, que S es el conjunto de todos los primos y que S 
no es infinito. (p a —q), la negación de (p = q). 


Entonces $ es un conjunto finito, digamos S = [p,, >, . - . ,Px). Como $ es finito, el pro- 
ducto py. P>. .--. p, de todos los primos en S se puede hacer, y además formar el número 
b= (Pj. Pz. ---- Pr) +1. 


Entonces existe un número primo p” tal que 


p' divide a b. [r] 


Como p' es primo y $ contiene todos los números primos, se debe tener que p'e S. Sin em- 
bargo, ningún primo en $ divide a b; por tanto, 


p' no divide a b. [Er 


Así hemos llegado a una contradicción (r a —r). Puesto que la hipótesis de que el con- 
junto S no es infinito conduce a la contradicción 


Pa-g=>(Pa —r) 


que es falsa. Por tanto, si 5 es el conjunto de los números primos, entonces S es un conjunto 
infinito. 
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Nota. Cualquier proposición + es equivalente a la proposición (—1) > (r A —r), indepen- 
diente de lo que pueda ser r. Porque si tes V, —tes F, y comor a —resF, (—1)= (ra —r) 
es V; y si 1es F, —1tes V, y así (—1)=>(r A —r) es F; entonces y (—1)=>(r A —r) tiene los 
mismos valores de verdad y, por tanto, son equivalentes. Esto quiere decir que para probar 


un teorema f por reducción al absurdo se establece la verdad de la proposición (—1) > (r A —r), 
para alguna proposición r, y como son equivalentes, queda demostrado el teorema £. 


Ejemplo 1-15. Todo número natural primo, mayor que 2 es un número impar. 
Demostración. Este teorema es de la forma 
s:VxeN, plx) => g(x) 


con p(x) la frase abierta «x es un número primo mayor que 2» y con g(x) la frase abierta «x es 
un número impar». Su negación es 


Ed: 3xeN, p(x) A —q(x) 


Suponga que existe un número natural x que es primo y mayor que 2, y que no es impar. Es A 


«Vamos a ver que esta hipótesis conduce a una contradicción: Como x no es impar, x debe 
ser par, y, por tanto, 2 | x. [7]: Pero como x es primo, sus únicos divisores son 1 y x; y como 
x es mayor que 2, 2 no es un divisor; es decir, 


2lx Er 


Esto nos condujo a la contradicción —s >» A —r y, por tanto, es falsa. Lo cual demues- 
tra el teorema. 

Los Ejemplos 1-14 y 1-15 muestran que para demostrar que una proposición p es ver- 
dadera en una teoría T, se construye una teoría 7”, obtenida uniendo a T el axioma «—p». 
Se halla en 7” una proposición contradictoria. Si en una teoría una proposición es contradic- 
toria, entonces toda proposición de la teoría es contradictoria, —p es contradictoria. Por la 
ley del tercio excluido la teoría no se acepta y, por tanto, p es verdadera en T. 


3. Demostración por disyunción de casos 


Si las implicaciones p > q y —p => q son verdaderas, entonces q es verdadera por la tauto- 
logía 


[6>9 1. (-p>9]=> 49 


En efecto, p v —p €s verdadera por la ley del tercio excluido, y por la tautología 
[o v 9) a (97) a (q> r)]] > r; q es verdadera. 
Como ilustración de este caso, vea los Problemas 1-56 y 1-57. 


4. Demostración por contraejemplo 


Para demostrar la negación de una implicación p +> q se debe dar un contraejemplo, es decir, 
un ejemplo en el cual p y —g son simultáneamente verdaderas. 


Ejemplo 1-16. Sea p: «n es un entero divisible por 6 y por 4». 

Sea q: «n es divisible por 24». 
¿Es verdad que p > q? No, porque, por ejemplo, 12 hace que p y —q sean simultáneamente 
verdaderas. Entonces p + q. 
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5. Demostración por recurrencia o inducción 


El razonamiento por recurrencia se puede utilizar para demostrar que, cualquiera que sea el 
entero natural n, una proposición en la cual intervenga a es verdadera. Para eso es suficiente 
establecer que la afirmación es verdadera para el entero cero y que si es verdadera para el en- 
tero n, entonces es verdadera para el siguiente de n. 

En efecto, la parte A de N que contiene los enteros x para los cuales la proposición es ver- 
dadera, contiene a cero, y cuando contiene a n, contiene al sucesor de n. Entonces, por el axioma 
de inducción, A = N. 

Simbólicamente, la proposición de inducción es la siguiente: 


p(0) a Vk[p(k) => plk + 1)] > Wnpín) 


Si se puede demostrar que el antecedente p(0) a Vk[p(k) > p(k + 1)] es verdadera, en- 
tonces empleando el modus ponens se deduce que Vnp(n) es verdadera. 

Hay dos pasos en la demostración por inducción: 

1. Paso fundamental: Probar que p(0) es verdadera. 

2. Paso inductivo: Probar que para todo k[p(k) > p(k + 1)]. 


Ejemplo 1-17. Mostrar que Vn, 2" < 2"*?, 
Demostración. p(n): 2" < 2%*!, 


1. Paso fundamental: Probar que p(0) es verdadera: 2% < 21*9, 20*1 = 2, 22 = 1; por 
tanto, 2% < 21*0, 

2. Paso inductivo: Probar que Vk[p(k) > pík + 1)]. 

Suponga que p(k) es verdadera: 2* < 2**!, 

Deducir: plk + 1): 2**! < 2**2, 

Como 2* < 2*+*1, 2.2 <2**1.2 0 2*! < 2*2 es decir, p(k + 1) es verdadera. 


-PROBLEMAS RESUELTOS 


¿Problema 1-1 Suponga que p es «2 es un número par» y q es «3/2 es un número racional». 
Por medio de palabras exprese las siguientes proposiciones: 


l pvag 2. p>-9. 3. —pA—-g. 4 (pa —q)>p. 


Solución 1. Dos es un número par o 3/2 es un número racional. 
2. Si 2 es un número racional, entonces 3/2 no es un número racional. 
3. 2 no es un número par y 3/2 no es un número racional. 
4. Si 2 es un número par y 3/2 no es un número racional, entonces 2 es par. 


Problema 1-2 Escriba simbólicamente las siguientes proposiciones: 
Si p quiere decir «ella es rubia» y q «ella es elegante». 


1. No es cierto que ella sea rubia o elegante. 
2. Ella es rubia o ella no es elegante y rubia. 


BOMCIÓNE 1 (pr 2 pvirad. 
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"Problema 1-3" Determine el valor de verdad de las siguientes proposiciones compuestas: 


1. Si2+42= 5, entonces 3 + 3 = 6, 
2. Esfalsoquel+1=302+1=3. 


L Sipes(2+2= 5» y q es 3 +3 = 6». Como p es falsa y q verdadera, entonces 
Pp => q €s verdadera, es decir, la proposición es verdadera. 

2. Seap«l+1=3»yq(2+1= 3» y sea r «p v q». Como p es falsa y q es verdadera, entonces 
P Y q, que es r, es verdadera. Como la proposición dada es —r, entonces es falsa. 


Halle las tablas de los valores de verdad de las siguientes proposiciones: 


L —paAq. 3. (Ppag>=>( yg). 
2. -(p>-9). 4 -lpaqv-—(94>p). 


P q =P =PMq P q Pp A q 
v v F F v v F v F v 
v F F F v F F v F F 
F v v v F v v F v v 
F F v F F F v F F F 
Paso 2 1 3 1 
Método 1 Método 2 
2 
P q 9 p>-g == -9) y q == (1 =3) 
Ne Y F F v vo ov v Y EF Y 
AS v v F vo F F Vo vVov FB 
FO Y F v F FO V F FO Vo F v 
F F v v F FO F F FO Vo vo F 
Paso 4 1 3 2 1 
Método 1 Método 2 
3 
Pp q PpRq pvq lb ag=>le vq) 
v v v v v 
v F F V v 
F V F v v 
F F F F Ad 
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P q bag>(wvd 
Y Y v v NA v v ví v 
Y E Y F F v AA V E 
F v F F v v F y v 
F F F E E v F E p 
Paso 1 2 1 3 1 2 1 
Método 2 
4 
P q pra q>p lp Ad) (q => p) =p a q) y —(qa=>p) 
MÁ Y v v F F e 
v F Did ly v v v 
F v E ip Bd] y Y 
F F F v v F v 
Método 1 
Pp q lp aq) v —(4<>p) 
Y Y F v v v F F v NÁ Y 
v E W: v $ 1 v v p 13 v 
$9 v AY E * v Y AS Y F F 
F F v F F F v F F v F 
Paso 3 1 2 1 4 3 1 2 1 
Método 2 
Observe que el segundo método es más corto. 
j Verifique por medio de tablas de verdad que 
1. —(pag=ol(-=p y -9) (ley de De Morgan). 
2. —pva=l-pA -9) (ley de De Morgan). 
3. —p=>=g=pA -9- 
4. —(p>q)>[p=> —qjo[-» => ql. 
L 
P q pAq pag) =P =g =p =4 
v v v F F F F 
WN F F 4d E Y v 
F v F v v F NA 
E F E v v 2d v 
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P q "pvq lp vag) =p -9 PA 9 
v v v F F F F 
v F v F F y F 
F v v F v F F 
F F F v v v v 
¡AAA 
3. 
P q p>q -L>90 =g png 
v v v F F F 
v F F v v v 
F v v F F F 
F F v F v F 
4. 
P q p>q —(p <>) —p -p=q y p>-g 
v v v F F F F F 
v F F v F v v v 
F v F v v v F v 
F F v F v F y F 
L ] 


Verifique que ——p = p. 


P -» p 
v F v 
F v F 
EE 3 


"Probieme 1-7. Use las leyes de los Problemas 1-5 y 1-6 para simplificar las siguientes 
proposiciones: 

L -(pv-g. 3. —(pA 9) S. —(-p=>49). 

2. -p>9) 4 -(-pa-q) 6 -(-p=>-49). 


lo v -gel=p a - -qgel(-p q). 
=(-p>9)=>(-p n 9). 

=p a —gel(opv — qe (=p Ag). 
=p A gl —p 1 - gel vg. 
(pq) (- p< q)< (p< q). 
=p > Qe (pa -go(-p 19). 


L 
2, 
3. 
4 
S. 
6. 
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Simpliñique las siguientes proposiciones: 
1. No es verdad que ella sea rubia o elegante. 
2. No es verdad que las rosas son rojas si, y solamente si, las violetas son azules. 


Ryo lución, 1. Puesto que —(p v q) =>(—p A —9), la proposición dada es equivalente a «ella no 
es rubia ni elegante». 

2. Puesto que —(p=<=>q)=(p= -—q3), la proposición dada es equivalente a «las rosas son ro- 
jas si, y solamente si, las violetas no son azules». 


1. Verifique la ley asociativa (p Ag) Ar=pA (9 A 1). 
2: Verifique la ley distributiva p v (q Ar)=(p v 9) A (p y 1). 


- Solución 


pnRq Pagar gar pPAGAr) 


ÉS 
« 


mn mmm<<<<|“ 
mn m<<mm<< 
.<m<m<m2.< 
1. m....u<< 
mmm < 
mm m<.m.< 
mmm mmm” < 


| 


pv(qar) pvq lpv aga (q vr) 


“ 
S 
> 
S 
> 
Si 
» 
< 
= 


mmm: <<<< 
T1E<<enm<< 
TM<E<n<m<m< 
Tu A<mmm< 
"umm <<<<< 
TEL <<<<< 
m<nm<<<<< 
AS 


E Problema. 2 Muestre que la operación de disyunción se puede escribir en térmi- 
nos de las operaciones de conjunción y negación. O sea, p v q <= —(—p A —4). 


32 LOGICA 


P q Ppv4 -P -4 =p A q —(-p An -g) 
v NA v F p F v 
v F v F v F v 
F v v v F F v 
F F F v v v F 
1 1 


Problema 1-11. Demuestre que p=> (q a r)=[(9= q) A (p => r)]. 


P q r gar p>(qar) p>q por P=gaA (p=r) 
v y v v v v v v 
v v F F F v F F 
v F v F F F v F 
y F F F F F F F 
F y v v v y v v 
F v F F v v v v 
F F v F v v v v 
F F F F v v v v 


Problema 1-12. Vea cuáles de las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas: 


Ll. p>paqg 2. p>pvq- 


La siguiente tabla muestra que 


P q pnaq p>(pA9) pvq P=(bvg) 
A v v V V v 
v F F F v NA 
F v F v v v 
F F F v F v 


p=(p A 9) no es una tautología; por tanto, 1 es falsa. 
p= (p v q) es una tautologia; por tanto, 2 es verdadera. 


¿Problema 1430 Muestre que p A q implica lógicamente a p=q. 


La tabla de verdad para (p A q)=> (p=>g) es: 


P q PpAq p=q (Ppaqg=>(q>r) 
v v v v v 
v F F F v 
F v F F v 
F F F v v 


Como (p a q) => (p <> q) es una tautología, p A q => (p => 9). 
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Muestre que p => -—-q no implica lógicamente a p= q. 


Construyendo la tabla para p<=>—g y p>4 


P q 4 po-q p>4 
v v F F v 
Y F v v F 
F v F v v 
F F v F v 


Recuerde que p > —q implica lógicamente a p > q si p > q es verdadera cuando p > —q es verda- 
dera. Pero p => —q es verdadera en el caso de la tabla anterior (línea 2) y en ese caso p => q es falsa. 
Entonces p=> —q no implica lógicamente a p= g. 


La disyunción exclusiva de dos proposiciones se simboliza por p Y q 
y se lee «p O q, pero no ambas». Si 
1. Construya la tabla de valores de verdad para p v q. 
2. Muestre que p v g=[(p v q) a —(p A q)]. Esto muestra que v se puede escribir 
en términos de las operaciones lógicas: v, A, —. 7 


P Y q€s verdadera si p es verdadera o q es verdadera, pero no sucede tal cosa si tanto p 
como q son verdaderas; entonces las tablas de valores de verdad para p y q son: 


l. 


P q PpvG 
v v E 
Y E v 
F Y Y 
E F F 
2. Considere la siguiente tabla: 
Pp q var (pag) 
v v v v v F F v NA v 
v F WO v P Y v Y E F 
F v E v v DÁ Y E F v 
F F E 05 1 E v F F F 
Paso 1 2 1 4 3 1 2 1 
« 


Como los valores de verdad de p v q y [(p v 9) a —(p A q)] son idénticos, p y g=>[(p v q) a 
a gl]. 


“+ La operación lógica y se llama la negación conjunta de p y q y se lee 
«ni p ni q». Es verdadera en el caso en que p es falsa y q falsa. 
Verifique que a) —p=plp;  b) pago[ipip lata; 
o) pvasT[lglw!) 
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b) 
=p «pip p qa pag pde  qla  (oipiiala 
v E PF v NA Y F F v 
F v v vo F F F V F 
FO OV F v F E 
FO E F v v F 
ES 7 7 E 
c) n 
P q pva bla  (eigdlwlg 

vo yv v F v 

Vos E v F v 

E-= y v F v 

FO E F v F 

AA 


Existen a lo más cuatro proposiciones diferentes, no equivalentes. Las 
tablas de verdad de tales proposiciones son las siguientes: 


P pp) palp) 1) pap) 


y y v F F 
F y Pp Y F 


Halle cuatro de tales proposiciones. 


p =P DY =P BAP 
v ol v F 
E: Aid Y F 


Entonces, pi(p) >p v —p. Pp) <> p, ps(p) => —p, palp)<=>p A —P- 


Determine el número de proposiciones de dos componentes que no 


son equivalentes. 


Solución La tabla de verdad contendrá 2? = 4 líneas. En cada línea V y F se pueden presentar como 


Py Pz P3 Pa Ds Pó6 Dr Ps P9 Pio Pis Pi Pis Pia Pis  Dró 


me<<< 
<u<< 
mm << 
m<m< 
<< 
ES 
<<<." 
m<<" 
<<". 
mm <m 
<<mm" 
=<mm 
<=... 


Es decir, hay 2* = 16 proposiciones no equivalentes de dos componentes. 
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Verifique que la proposición p v —(p A q) es una tautología. 


olución La tabla de verdad es: 
E Pag pv=tb109) 
v v y 13 v 
v El F v v 
F AS F Y y 
E E: E v v 


Como en la última columna aparece solamente V, esto muestra que es una tautología. 


? q png pvq =p vq) Lbaga-(p vd) 
v v v v F F 
v F F v F F 
F v F v F F 
F F F F v F 


Como el valor de (p a q) A —(p v q) es F para todos los valores de p y q, esto muestra que es una 
contradicción. 


Verifique que (p A q)= (p v q) es una tautología. 


png pv4q Pag=>i vq 


mm<<|“w 
m<m<|o 
..u2.< 
m<<< 
<<<< 


pO.Jqo o rooqar  p=aan  »p=9  p=r  b=gd1b=P 

Y v v v NÁ v v NÁ 

v v F F F v F F 

v F v F F F NA F 

v F F F F F F F 

E v v v v v v NA 

F v F F NA v v NA 

F F v F v y v v 

F F F 1 v v v v 
E e a | 


La doble flecha muestra que se cumple. 


36 CONJUNTOS DE NUMEROS [CAP. 3 
Problemas resueltos 


CONJUNTOS DE NUMEROS 


En los problemas siguientes, R, Q, OQ”, Z, N y P designan, respectivamente, los números reales, 
racionales, irracionales, enteros, naturales y primos. 


1. Entre lo que sigue, decir qué es verdadero y qué falso. 


(1) TEN (6) -6:Q (11) VEeN 
(2) V2.Q' (1) MeP (12) YA e Q 
(8) 4eZ (8) $eZ (13) -2€ Z 
(4) 9eP (9) V=5eQ' (14) PMeR 
(5) 3reQ (10) 1eR (15) V=4eR 
Solución: 


(1) Falso. N solo contiene los enteros positivos; —7 es negativo. 
(2) Cierto. ¿/2 no se puede expresar como razón de dos enteros, así que /Z no es racional. 
(3) Cierto. Z, el conjunto de los enteros, contiene todos los enteros, positivos y negativos. 
(4) Falso. 3 divide a 9, así que 9 no es primo. 
(5) Falso. r no es racional ni tampoco 3x. 
(6) Cierto. Los números racionales incluyen a los enteros. Así, —6 = (—6/1). 
(7) Cierto. 11 no tiene divisores excepto 11 y 1; así que 11 es primo. 
(8) Falso. ¿no es entero. 
(9) Falso. ./—$ no es un número real; por tanto, en particular, no es un número irracional. 
(10) Cierto. 1 es un número real. 
(11) Cierto. Y = 2 que es un entero positivo. 
(12) Falso. 9/4 = 3/2 que es racional. 
(13) Cierto. Z consta de los enteros positivos y negativos. 
(14) Cierto. x es real y también lo es a”, 


(15) Falso. ./—4= 2ino es real. 


2. Hacer un diagrama lineal de los conjuntos R, N y OQ”. 
Solución: 
N y Q' son ambos subconjuntos de R. Pero N y Q” no son comparables. Según esto, el diagrama lineal es 


DN 


3. ¿A cuáles de los conjuntos R, Q, Q', Z, N y P pertenece cada uno de los números siguientes? 
(1) -3/4, (2) 13, (3) Y-7. 
Solución: 
(1) —3/4€ Q, de los números racionales, ya que es la razón de dos enteros —3 y 4. Asimismo, —3/4 € R, ya 
(Q) A los únicos divisores de 13 son 13 y 1. 13 pertenece también a N, Z, (Q y R, pues P es 
subconjunto de cada uno de éstos. 


(3) /—7 no es un número real; así, pues, no pertenece a ninguno de los conjuntos dados. 


4. Dados E = (2,4,6,...)yF=(1,3,5,...), ¿son E y F cerrados respecto de las operaciones de 
(1) adición, (2) multiplicación? 
Solución: 
(1) La suma de dos números pares es par; por tanto, E es cerrado respecto de la operación adición. La suma 
de dos números impares no es impar; luego F no es cerrado respecto de la operación de adición. 


(2) El producto de dos números pares es par, y el producto de dos números impares es impar; luego ambos E 
y F son cerrados respecto de la operación multiplicación. 
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5. De los conjuntos R, Q, OQ”, Z, N y P, ¿cuáles no son cerrados respecto de las operaciones de 
(1) adición, (2) sustracción? 
Solución: 
(1) 9' y P.Por ejemplo, —/2€ Q' y /28 0”, pero —/2+./2=08Q'38Py5eP, pero3 + 5 =8fP. 


(2) 0', N y P. Por ejemplo, /28 Q”, pero /2— /2=0f0'536N y7EN, pero3—7=-—4f£N;78P 
y 3EP,pero7—3=4fP. 


DESIGUALDADES Y VALORES ABSOLUTOS 


6. Valiéndose de la notación, escribir las afirmaciones siguientes: 


(1) a es menor que ó. (4) - a no es menor que b, 
(2) a no es mayor o igual que b. (5) a es mayor o igual que b. 
(3) a es menor o igual que b. (6) a no es mayor que b. 
Solución: 
Recuérdese que un trazo vertical u oblicuo que atraviesa un signo indica el significado opuesto del signo, 
Se escribe: 


(Da<b, (2 ab, (3)0=b, (4) ab, (5)a=b, (6) ab. 


7. Insertar entre los siguientes pares de números el signo adecuado: <, > o =. 


(1) 3....-9 (8) 3?....7 (5) 3?....9 
(2) -4....-8 (4) 5....3 (6) —x....7/2 
Solución: 


Se escribe a < b.si b — a es positivo, a > b si b — a es negativo y a = b si b — a = 0. Entonces 


(1) 3>-9, (2) -4>-8, (3) 3">7, (4) -5<3, (5) 3*=9, (6) —r<=r/2. 


8. Demostrar: Sia<byb<c,esa<c. 
Solución: 
Por definición, a < b y b < c significan que c — bh es positivo y que b — a también lo es. Como la suma 
de dos números positivos es positiva, 
(b-aj+(c—-b=c-a 
es positivo. Asi que, por definición, a < c. 


9. Demostrar: Si a< b, entonces a+ c<b+c. 
Solución: 


Obsérvese que 
b+c)—(a+c)=b-a 


que, por hipótesis, es positivo. Entonces a+ c<b+ c. 


10. Escribir las siguientes relaciones geométricas entre números reales con la notación de las des- 


igualdades: 

(1) y está a la derecha de 8. (3) x está entre —3 y 7. 
(Q) z está a la izquierda de 0. (4) 1w está entre 5 y 1. 
Solución: 


Recuérdese que a < b significa que a está a la izquierda de b sobre la recta real. De acuerdo con esto, 
(1) y > 8 0 también 8 < y. 
Q) z<0. 
(3) -—3<xyx<?7, 0 más brevemente, -3<x<7. 
(4) 5>wyw> l,o bien w < 5 y 1 < w. O también 1 < w < 5. No es costumbre escribir 5 > w > 1. 
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La tabla dé verdad correspondiente a [(—p => q) a p]> —q es 


Pp q -p -p=>4 (> Ap 94 [co=d1pP1=>-49 
v v F v y F F 
v F F v v v v 
F v v v F F v 
FE F v F F v v 


Como la proposición [(—p => q) a p] > —q no es una tautología, la argumentación —p => q, pH —q 
es una falacia. 


Problema 1-30 Demuestre que la siguiente argumentación es correcta: 


> 
(eva) > al H— (ova) ó, teva og 
-—Ppva 
Solución La tabla de verdad correspondiente es: 
Pp q pvq (pva) => 4 =p —pvq 
NA Y dG Y F v 
v F v F Ó [m] 
qe v Y v y v 
F F F v v yA 
¡ A 


La tabla muestra que cada vez que la hipótesis es verdadera, lo mismo sucede con la conclusión, 
como se puede apreciar en las filas 1, 3 y 4. Por lo tanto la argumentación es correcta. 


roblema 1-31 Verifique la validez del siguiente argumento: 
1. Si hace calor, estaré enfermo. 2. Si hace calor, estaré enfermo. 
No hizo calor. No estaba enfermo. 
No estaba enfermo. No hizo calor. 


La forma simbólica de las argumentaciones es: 
LL p>4-pF 9 2 p>q-qr-p. 


Siendo p «hace calor» y q «estaba enfermo». Según el Problema 1-32, 1. es una falacia. Según el Pro- 
blema 1-28, 2. es correcto, 
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La siguiente argumentación es una falacia: 


Pp>4 
p=>4 PF -9 A 


Puesto que la proposición [(p => q) A —p] > —q no es una tautología, según la siguien- 


te tabla: 
P q p>q -p (=>), -p -4 [=> 1 —p1> -4 
v v v F F F v 
v F F F F v v 
F v v v v F F 
F F v v v v v 


Es decir, es una falacia, puesto que en la línea 3, p>q y —p son verdaderas y —q falsa. 


: Verifique la validez del siguiente razonamiento: 
Si me gusta la topología, entonces estudiaré. 
Estudio o fracaso. 


Si fracaso, entonces no me gustan las matemáticas. 


Si p es «me gusta la topología», q es «yo estudio», r es «yo fracaso». Entonces la forma 
simbólica de dicho razonamiento es: p> 9, q vrEr=>-—p. 
La tabla de verdad correspondiente es: 


p q r .>q qgvr -p r>-=p 
v v v v v F F 
v v F v v F v 
v F v F v F F 
v F F F F F v 
F v v v v v v 
F v F v v v v 
F F v v v v v 
F F F v F v v 


Recuerde que un argumento es válido si la conclusión es verdadera cuando quiera que las premisas 
son verdaderas. En el caso 1 de la tabla anterior, las premisas p > q y q v r son verdaderas, pero la con- 
clusión r > —p es falsa; por tanto, el razonamiento es una falacia. 


Pruebe que el siguiente razonamiento es correcto: 
r 
DA 9 
p>-qr>9,rk-p,o0, a 
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Método 1. La tabla de verdad correspondiente es: 


S 
= 
mn 

y 
a 
| 
a 


p>-4g 


PRA 
mTmm<<<<|l" 
RS 
m<m<m<m< 
<<<<<<mm 
<me<<<m<< 
<<<<imm”. 


Ahora, p > —q, r => q y r son verdaderas simultáneamente solo en el caso 5, con —p también verdadera; 
entonces el razonamiento es correcto. 


Método 2. Al construir la tabla de verdad correspondiente a la proposición 
[6=>-—9r(r>=gaAr]>p 


se encuentra que es una tautología. Por tanto, el razonamiento es correcto. 


Método 3 
Proposición Razón 
1. p=> —q es verdadera. Dada. 
2. r=q es verdadera. Dada. 
3. —q=> —r es verdadera. Contrarrecíproca de 2. 
4. p=> -—res verdadera. Ley del silogismo usando 1 y 3. 
5. r=-—p es verdadera. Contrarrecíproca de 4. 
6. 7 €s verdadera. Dada. 
7. Entonces —p es verdadera. Ley de simplificación usando 5 y 6. 


de 


Si A = (1, 2, 3, 4, 5). Determine cuáles de las siguientes proposicio- 
nes son verdaderas o falsas: 


Ll. dxe4A:x+3=10 3. Ire4A:x+3<5. 
2. VxeA:x43=<10. 4. VxeA:x+3<27, 


Falsa. Porque ningún número en A es solución de x +3 = 10. e 

Verdadera. Porque todo número de A satisface la relación x + 3 < 10. 

Verdadera. Porque si x, = 1, entonces xy + 3 < 5, es decir, es solución. 

Falsa. Porque si xy = 5, entonces xy + 3 $ 7. En otras palabras, 5 no es solución 


A. 
Le 
E 
4 


Observe que la negación de las proposiciones anteriores es: 


Ll. —(lxeA:x4+3=10)0>Vxe 4: -(x+3=10)>VxeA:x+3%410. 
2. —(Vxe4:x+3<10=>lx04: -(x+3<10)> dxc4:x+3> 10. 
3. —QreA:x+3<5) >VreA: -(x143<5) >VreA:x+3>5. 
4. —(UxeA:x+357) > 1lxe4A: -(1+3<7) > de 4:x+3>7. 


¿Cuál es la negación de las proposiciones: 


L Vxpbda day). 2. Vxp(x) v dy q)? 
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1. Observe que —(p A q)<> —p v —q; entonces: 
— (Vx p() a dy q) <> —(Vx p(x)) Y — y q) <> dx —p(x)) v Vy —(a(1)) 
2. Observe que —(p A q)<> —p v —q, entonces: 


— (Vx plx) V Fy qW)) <> — (Vx p(x)) A —(3y 90) > dx —(plx))]a Yy —(q(»)) 


Niegue la siguiente proposición: 
Es de día y toda la gente se ha levantado. 


Sl Observe que —(p A q)<=> —p Y —4, por tanto, «es falso que sea de día y que toda la 
gente se haya levantado». 

«No es de día o es falso que toda la gente se haya levantado.» 

«Es de noche o alguien no se ha levantado.» 


Halle un contraejemplo para las siguientes proposiciones, siendo 


2,3, ...,8,9): 
1. VxeB, x es un número primo. 2. VxeB, x es un número par. 


1. Observe que 4 no es primo; entonces 4 sirve como contraejemplo. 
2. Puesto que 3 es impar, éste sirve como el contraejemplo. 


Niegue las siguientes proposiciones: 


L 3x, Vyp(x,y). 3. Jy3xVZp(x y, 2). 
2. VxWypíx, y). 4 JyAx[p() a —90)). 


l. —(Bx Wy, p(x, y) > Vx 1y —(p(x, y). 

2. —(Vx Vy, p(x, y) > dx y —(p(x, y)). 

3. —(1x1y Vz, p(x, y, 2)) <> Vx Vy dz — (p(x, y, 2)). 

4. —[3y 3x (p(x) a —909)] > Vy Vx —[p(x) a —q(y)] > Vy Vx [—píx) y 90). 


:¿ La siguiente frase es el enunciado de la definición de que la sucesión 
tiene un límite, 


Ve > 0, 3no, Vn (n > ny > lg, | < €) 


Niegue la frase. 


—[Ve > 0, 3no, Va (1 > no > |q,| < e)] <> de > 0, Wo, 3n — (1 > ny > |qa| < €) 
<> le >0, Vio, In (n > m9 A —(l,| < E) 
<= de > 0, no, In (n > ny A lg, > €) 
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Deduzca —p de las premisas —q y p=> q. 


a. (p= q) > (-9=> —p) tautología 


. —G=> —p, por modus ponens de 2 y 3 
L —q 
2 -q>-p 


'. —p, por modus ponens. 


EE ú Deduzca s de las premisas —s=>h, h=-—i, ei. 


=s>h 


PE 4 poremisas 


le 
2 
A» 
4 


i 
. (4=—i)=> (¡> —h) tautología 


¡=> —h, por modus ponens de 2 y 4 
i>-—h 
leo ib 


wa, 


+. —h, por modus ponens de 5 y 3 
L —-s=>h 
6. (-s=>1h)=>(-h=s) es una tautología 


. —h=$, por modus ponens de 1 y 6 
7 —h=>s 
—h 


*. 5, por modus ponens 


Verifique que la negación de: 


a) VxWVy3z(x + y=2) € JxdyVz(x + 242). 

b) Ty Vx (xy < 2) es Vy 3x (xy > 2). 

c) Vx[p(x) v q(x)] es ax [—plx) a —q(x)]. 

d) Wxdy [p(x) a y < x)] es 3x Vy [—p(x) v y > x]. 


a) Observe que —Vx Vy Jz (x + y = 2) <> 1x —Vy 1z (x + y = 2) 
< dx dy —d2(x+y=2) 
>ilxldy Vo (x+y+%$ 2) 
b) Observe que —Jy Vx (xy < 2) <> Wy — Vx (xy < 2) 
<= Vy dx —(xy < 2) 
<= Vy dx (xy > 2) 
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c) Observe que —Vx [p(x) v g(x)] => 3x —[p(x) v qe0] 
<> dx [—p(x) A —g(x)] 
por la tautología —(p v q)<=>(—-p A —4) 
d) Observe que —Vx y [p(x) a y < x] => 1x Vy —[p(x) a y <x] 
<= 1x Vy [—p(x) v y > x] 
por la tautología —(p a 9)=(—p v —q) 


Problema 1-44. a) Exprese simbólicamente las siguientes proposiciones. b) Dé en 
forma simbólica su negación. 

1. Una función f tiene un límite L en x, si, y solamente si, para todo x y para todo e > 0, 
existe un 9 > 0 tal que |/(x) — £| < e cuando 0 < |x — xp| < 3. 

2, Una función f es acotada si, y solamente si, existe M tal que para todo x, |f(x)| < M. 

3. Una función fes continua en x si, y solamente si, para todo x y para todo e > 0 existe 
3 > 0 tal que si |x — xo] < 5, entonces |f(x) — fIxo)| < e. 

4. Una función f es continua sobre un conjunto £ si, y solamente si, para cualquier x 
en E y para todo e > Oexiste ó > Otal que |flx) — fl»)] < e cuando y está en E y |x — y| < ó. 

5. Una función f es uniformemente continua sobre un conjunto É si, y solamente si, 
para todo e > 0 existe un 9 > 0 tal que |f(x) — f(»)| < e cuando x y y están en E y |x — y] < ó. 


Solución 


1 a) VxVe>039>0,0<|x- xo] <ó=>|M0)=L|<e 
b) 3dxJde>0W5>0,0<lx—xp|<óa |fix)-£|> e 
2. a) IMVx, |fx)| < M 
b) VM3x, [M0] > M 
3. a) VxVe>030>0, [x— xo] < ¿=> |flx) — fxo)] < € 
b) dx de>0V8>0, lx — xp] < 8 a [/(x) — fxo)| > e 
4. a) VxeEWe>0l06>0Vy€E, |x— y| <ó => |f(x) — fy)] < € 
b) dxEEd¿>0V5>07JyeE, [lx-— y | <dn |fx) — fl] > € 
5. a) VWe>036>0VxeEVye£, [x— y| <0=> |fx) — f| <e 
b) d>0V5>03xeE dyeE, [lx-—y|<ón | fix) — fÚ)| > e 


Problema 1-45 Pruebe que p=> q demostrando su contrarrecíproca —q => —p. El 
siguiente teorema es de la geometría euclidiana. Demuestre que 44 = 4B=>1, NM l, = 4. 
(NM se lee intersección.) 


Figura 1-12 


Demostración. La contrarrecíproca de la proposición es: 


LOLF>IA7IB 
Suponga que l, NL, + $, es decir, que las dos rectas se cortan en un punto R. Entonces, RCB es un trián- 
gulo; por consiguiente, ¿C + 4B + 4R = 180. También los ángulos A y C son suplementarios. En- 
tonces, IFC + 4B+ 4R= HA + 4C, portanto, 4B + 4R = <A. Recuerde que la medida del ángulo 
de cualquier triángulo es positiva: por tanto, 4R > 0. Entonces, ¿B< 4A 0 sea que ¿A+ 4B. 
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Demuestre la siguiente proposición empleando la contrarrecíproca. 
Si a? es un entero par, entonces a es un entero par. 


Demostración. La contrarrecíproca de la proposición es: Si a es un entero impar, entonces a? es un ente- 
ro impar. Suponga que a es un entero impar. Entonces a = 2k + 1 para algún entero k; por consiguiente, 
al =4k + 4k + 1=2(Qk? + 2k) + 1. Entonces a? es un entero impar. 


Demuestre la siguiente proposición empleando la contrarrecíproca. 


[Ve > 0 (la| <)] >2=0 


Demostración. La contrarrecíproca es: a + 0=> de > 0 (la| > e). Ahora, a + 0= la| > 0, según la de- 
finición de valor absoluto. Por tanto, existe un £ > 0 tal que la) > e, es decir, ¿= al. 


a) Los matemáticos frecuentemente demuestran proposiciones del si- 
ERA tipo: p > (q A r), demostrando que (p => 9) y (p => »). Halle una tautología que jus- 
tifique esto. 

b), Se demuestran proposiciones del tipo (p=q)=(s="r) demostrando que 
[(.= q) a s] >». Dé la tautología que justifica esto. 


a Lp=411M>[>1 >] 
5 [6=9=(=r1]>[1>49 1 5)=>r] 


¡Problema 1-49 Para demostrar una proposición del tipo p => q primero se demuestra 


que p => q y después que q >> p. Demuestre que los números reales a y b son raíces de la ecuación 
x4+px+q=0 si, y solamente si, a+ b=-—p y ab=q. 


Demostración. a) (Suficiencia.) Si a y b son las raíces de la ecuación x? + px += 0, entonces a+b= —p 
y ab =4Y. 

Supongamos que «a y b son raíces de la ecuación. Entonces, empleando la fórmula cuadrática, sabemos 
que: 


2 + Y/p?— 4 MAA 


la LEA yo y , 


2 


Por consiguiente, a + b= —p y ab = q (complete los detalles de las operaciones). 
b) (Necesidad) Sia + b= —py ab = q, entonces a y b son las raíces de la ecuación x? + px + q =0. 
Suponga que a + 5= —p y ab = q. Entonces, a + b = —p implica que b= —p — a y, por tanto, 
(—p — aja = —pa — a? = q. Entonces, a? + pa + q = 0; por tanto, a es una raíz de la ecuación 
A+px4+q=0. 


FProblema 1:50. Para demostrar una proposición del tipo p «=> q se puede demostrar 


que p => q y que —q => —p. Demuestre que a? es par si, y solamente si, a es par. 


Demostración. La parte p > q se demuestra en el Problema 1-46. La parte —p=> — q es decir, a no es 
par (impar) > a? no es par (impar). Suponga que a es un entero impar. Entonces, a = 2k + 1 para un en- 
tero k, por tanto, a? = 4k? + 4k + 1 = 2(2k? + 2k) + 1. Entonces, a? es un entero impar. 
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Demuestre una proposición del tipo Vx p(x). Considere la proposición : 
Vf (f es diferenciable > f es continua) 
Demostración. Para demostrar la proposición, sea f una función arbitraria y demuestre que 
«f es diferenciable > f es continua» 
Vea la demostración de este hecho en un libro de cálculo. Una vez que se ha demostrado que 


«f es diferenciable > f es continua» 


hemos demostrado que 


WU es diferenciable > f es continua) 


Demuestre una proposición del tipo 3x p(x). Pruebe que 
If (f continua A f no es diferenciable) 
Demostración. May que mostrar que existe un elemento del conjunto universal para el cual la proposi- 


ción es verdadera. 
En efecto, la función f(x) = |x| es una función que es continua, pero no diferenciable. 


(Prueba por casos.) Demuestre que (a = 0 v b=0)= ab =0. 


Demostración. Para demostrar una proposición del tipo (p v r)= q, esta demostración utiliza la tau- 
tología [(p > 9) a (r> 9)] > [(p v r)= q]. Ñ 
La demostración se obtiene probando que el antecedente (p > 4) A(r > q). es verdadero. Por tanto, 
P=>49 y r > q quedan demostrados. 
Caso 1. Pruebe que a =0=> ab =0. 
Suponga que a = 0. Entonces, ab = 0 + bh = 0 por el teorema 0-b=0. 
Caso 2. Pruebe que b=0= ab =0. 
La demostración es análoga al caso 1. 


E 


(Prueba por casos.) Demuestre que six es un número real, entonces 
|x| > 0. Recuerde que |x| =x cuando x > 0 y |x| = —x cuando x < 0. 


Demostración. Si x es un número real, entonces x > 0 v x < 0. Pruebe que (x> 0 vx<0)=> E] >0. 
Caso 1. x>0. Si x > 0, entonces, por definición, = x; por tanto, |x| > 0. 
Caso 2. x<0. Si x < 0, entonces, por definición, | —x. Por propiedades de las desigualdades 
si x < 0, entonces —x > 0; por tanto, |x| > 0. 


Demostración. Si x es un número real, entonces x>0vx<0vx=0, 

Caso 1. x>0=> |x| =x por definición. x > 0=> —x<0=>|-x| = —(—x) = x, por definición. 
Por tanto, |-—x| = x. 

Caso 2. x<0=|x|=-x.x<0=>-x>0=>|-x|= —x. Por tanto, |-—x| = x. 

Caso 3. x=0=>-x=0. >|-x)|=0= x. Por tanto, |-x] = x. 


(Prueba por casos.) Si x es un número real, entonces |—x| = x. 


A 


Demostración. Recuerde que la demostración por contradicción de una proposición p es una demostra- 
ción que supone que —-p es verdadera y se obtiene una proposición de la forma r a —r, siendo r cualquier 
proposición que incluya a p, un axioma, o cualquier teorema demostrado de antemano. Éste razonamiento 
está justificado por la tautología 


Demuestre por contradicción que x + 0=>x"' 40. 


Ira trá =p 


Para la contradicción suponga que la negación, x 4 0 » x7* = 0 es verdadera. 
Por un axioma de los números reales x + x7* = 1. También empleando x”* = 0 y el teorema x-0= 0 
se obtiene x-x"!=x-0= 0. Entonces 1 = 0. 


Asi hemos obtenido la contradicción 1 + 0 a 1 =0. Por tanto, x 4 0=>x"!' 40, 


pee 
Epr “+ Pruebe por contradicción que si x es un número racional y y es un 
número irracional, entonces x + y es irracional. 


Demostración. La proposición es de la forma (p A q)=r, siendo p: x es racional; q : y esirracional; 
r:x + y es irracional. 

Para obtener una contradicción, suponga que —[(p A q)=>r] o (p A q) a —r. Es decir, suponga 
que x es racional; y es irracional y x + y no es irracional, es decir, racional. 

Como x y x + y son racionales, x = a/b y x + y = c/d (a, b, c, d números enteros). Entonces (x + y) 
=x = c/d — ajb = (cb — daYdb. Como ab — da y db son números enteros, (x + y) — x es un número 
racional, 

Pero (x + y) — x = y, y, por tanto, y es racional. Es decir, —q : es falso que y sea irracional. Hemos 
obtenido la contradicción g A —q. Por consiguiente, hemos demostrado que (p A q) =>r es verdadero. 


Problema 1-58. Demuestre por contradicción: a) (x%0 A y 40)>xy +0. b) Para todo 
x>0, (3% < yx E 


Demostración. a) Para obtener la contradicción, suponga que x*0a1Ay*+0aA xy=0 

Entonces x”* - (xy) = (x-x"*)y = 1- y = y por los axiomas de los números reales. También como 
xy =0,x7"* - (xy) = x7! +0 =0, Por consiguiente, y = 0. Pero se supuso que y +0. Lo cual da una con- 
tradicción. 


b) Para obtener una contradicción, suponga que 1x > 0, JE ja E 
Entonces x = ENES > yx +/x +1 por una propiedad de las desigualdades, porque ES >0 


2y4x+1:-Yx+1 por hipótesis 
=x+1 
Por consiguiente, x > x + 1, que contradice el hecho de que x<x +1. 


pal Demostración de una proposición del tipo 3!x p(x). En los números 
reales demuestre la proposición Fx Vy,x + y =y+x=). 


Demostración. En este tipo de demostraciones hay dos partes: 

a) Existencia. Pruebe que existe un.x tal que p(x) es verdadera. 

b) Unicidad. Pruebe que si hay dos elementos x y z tales que p(x) y plz) son verdaderas, en- 
tonces x= z. 


a) Existencia. Pruebe que Ix p(x), con p(x): Vy, x+y=y+x. 
Como Vy, 0 + y = y + 0= y, esto prueba que existe un x, es decir, 0. 
b) Unicidad. Pruebe Vx Yz, [p(x) a plz] >x= z. 
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Sean x y y números arbitrarios y suponga que p(x) a plz) es verdadera. Entonces, 


VY)x+y=y+x=y 


Vy, 24 =y+42=y 


x. Por consiguiente, x = z. 


tl 
w 
< 
a 
+ 
.= 
1 
x 
+ 
m 
Ú 


Entonces, x+2=24+x 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


Utilizando las proposiciones p, q, r, ...., escribir en notación simbólica las siguientes proposiciones: 


8. xes un número real y complejo, pero no irracional. 
2. y no es un isósceles o y tiene dos ángulos iguales. 
10. No es el caso de que todas las rosas sean rojas y todas las violetas azules. 


11. y es un paralelogramo o y es un rectángulo. 


12. Si a es perpendicular o « o b es perpendicular a c, entonces a es paralela a h o a no es para- 
lela a b. 


13. Si p y q son enteros y q + 0, entonces p/g es un número racional. 


14. Cuando ABCD es un cuadrilátero, entonces la condición necesaria para que sea un cuadrado es que 
sea un rectángulo. 


15. La negación de una condicional (o implicación) es equivalente a la conjunción de su antecedente 
y a la negación de su consecuente. 


16. Establecer cuáles de los siguientes enunciados son proposiciones. 
a) Mañana será martes. 
b) 5=34+2y3=4-1 
c) Un triángulo es isósceles. 


17. Escribir la implicación dada usando la forma «condición suficiente». 
a) Si los ángulos de la base de un triángulo son iguales, el triángulo es isósceles. 
b) Si dos rectas son perpendiculares a una misma recta, son paralelas. 
€) Si cx = 0, entonces x= 0. 


18. Escribir la implicación dada usando la forma «condición necesaria». 
a) Si un triángulo está circunscrito en un semicírculo, entonces es rectángulo. 
b) Si x= 3, entonces x? = 9. 
c) Si un triángulo es equiángulo, entonces es equilátero. 


19. Escribir las implicaciones del problema anterior usando la frase «solo si». 


20. Escribir las siguientes equivalencias en la forma «condición necesaria y suficiente», 
4) Dos rectas son paralelas si, y solamente si, están a igual distancia en todos sus puntos. 
b) Un entero es par si, y solamente si, es divisible por 2, 
c) Todo triángulo es equilátero si, y solamente si, es equiángulo. 


21. Dibujar los circuitos correspondientes a las expresiones simbólicas: 
a) (pag)v —p. 
b) (pag v (pag). 
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22. Escribir las expresiones simbólicas correspondientes a los circuitos de la Figura 1-13 y construir las 
correspondientes tablas de verdad. 


23. 


24. 


25. 


26. 


e 


us 


q 
Pp 
q 


Pp 


q 


Figura 1-13 


Construir la tabla de verdad de las siguientes proposiciones: 


(vs) A (ra s). 
—paguvr 


PD as (=p vq. 

2) pP>-(qar) 

M (p=l1=>r)=bA19=1) 

Y (p>av bo (pa) y (p > b). 
Y) -(pAbi=(p> -b). 


Suponga que p, q, r son tres proposiciones que tienen por valor de verdad Y, V y F. respectivamen- 
te. ¿Cuál es el valor de verdad de la proposición —(p v 3) A (q =r)? 


Usando la fórmula p => q. muestre que (p > q)=>(—p y 9). 


A continuación se da una lista de tautologías, algunas con sus nombres. Verifique que cada una es 
una tautología. 


a) 


AV =P 
Dabp=q]>.e 
Lag>=p pag=>9 
p=(p vq) 


[0=H 1 1=9]=[(p vr)=4) 
[vga -p]>q 

[+= 1. (10>-9]= -p 
pa=p>9 

P<> ——p (negación de p). 
L=9=(-9=> —p) 

(pag =oi-p y —-q) 

=p v a o(-pa -q) 
Pagola p) 

lo v q) (q y p) 

Da lgarioloer ga 1)] 
Dv (y ms [vq ym] 
(WWalvrM=ipr dv (par) 
lv larr)e>lv aa lo v e) 
ba -p) 

[ba -9> (ra 0] > (p>q) 
lpb>g a (q>r)>(6=>r) 
(pa v b)<> (-b= (p= a)) 
lo=(1=>r)=(p19=r) 
P=Dd1(p=r)>(p>3A r) 
paq>(Wb=>9) 
[Evshal=5 1 (s>0]>s 
larr=3)1>4 


| 
| 
| 


Ley del medio excluido. 

Ley de separación o modus ponendo ponens. 
Leyes de simplificación. 

Ley de adición. 

Prueba por casos. 


Ley del absurdo. 


Ley de la doble negación. 
Ley de la contrarrecíproca, 


Leyes de De Morgan. 
Leyes conmutativas. 
Leyes asociativas 


Leyes distributivas. 


Ley de la contradicción. 
Reducción al absurdo. 
Ley transitiva. 


Ley de ¡a conmutación. 


Ley del Modus Tollens. 


2. 


28. 


29. 


30. 
31. 


32. 


33. 


34, 


35. 


36. 


37. 
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Suponga que p => q es una tautología y p tiene por valor de verdad V. ¿Qué se puede decir con res- 
pecto al valor de verdad de gq? 


Sea p(x) = «x es par» y qíx) = «x divide a 44», x toma valores en los naturales. Traslade las siguien- 
tes proposiciones simbólicas a frases: 

a) 3x, p(x) A q(x). 

b) Vx, p(x)=> q(x). 

c) dx, —(p(x) A q(x)). 

ad) Vx, plx) v p(x). 

e) dx, (p(x)=> glo) v i=p(x) A —q(x)). 

Pase a lenguaje simbólico las siguientes frases, definiendo las fórmulas y el conjunto donde cambia 
la variable. (Algunas proposiciones son verdaderas y otras falsas.) 

a) Todos los números racionales son reales. 

b) Algunos enteros positivos son números primos. 

c) Todo entero es positivo o negativo. 

d) Los números irracionales no son nunca primos. 

e) Existen enteros pares que no son negativos. 


Muestre que la negación de (Vx): (xeA > x€B) es (3x): (xeAnx¿ B) 
Mostrar que si las implicaciones (pa —q) > 4, y, (pag) >—q, son verdaderas, entonces p es falsa. 
Si (r <=s) es verdadera, verifique que las siguientes proposiciones son verdaderas: 
(r> t)o(s=> t) 
(t> r)=(t=>s) 
Niegue las proposiciones: 
a) ((rvs)a t) 
b ((ras)v dt) 
A cada uno de los tres elementos, A, B y C, se le debe asociar una, y solo una, de las tres 
propiedades c, d, p. Determine la propiedad asociada a cada elemento, sabiendo que: 


1. A(c) > B(d). 


2. A(d)> B(p). 
3. Bí-c)= Cld). 
4. C(p)=A(d). 


Indicación. Se puede determinar la profesión de cirujano, dentista o farmacéutico, de cada uno de 
los hermanos Andrés, Bernardo y Carlos, según la siguiente correspondencia: «Si Andrés es cirujano, 
entonces Bernardo es dentista.» 


Tres personas, A, B y C, dicen lo siguiente: 

A: Yo tengo 22 años, y dos menos que B y uno más que C. 

B: No soy el más joven, C y yo tenemos tres años de diferencia. C tiene 25 años. 

C: Yo soy más joven que A. A tiene 23 años. B tiene tres años más que A. 

Determine la edad de cada una de las personas sabiendo que únicamente una de las afirmaciones que 
hace cada persona es falsa. 

Los caníbales de una tribu se preparan para comerse un misionero. Le proponen que decida su suer- 
te haciendo una declaración corta. Si es verdadera, será asado; si es falsa, lo cocinarán. ¿Con cuál 
declaración el misionero les puede imponer una tercera solución? (El tercero excluido, a priori, en la 
lógica canibal.) Resp.: Si el misionero declara que será cocinado... 
Una prisión está dotada de dos puertas: una conduce a la libertad y otra a la muerte; en cada puer- 
ta hay un guardián que conoce la función de las dos puertas; cada guardián puede responder única- 
mente sí o no; uno de los dos da siempre una respuesta verdadera, el otro siempre una respuesta falsa. 
El prisionero ignora cuál dice la verdad y cuál miente. Le puede hacer una, y solo una, pregunta a uno 
de los guardianes. ¿Qué pregunta debe hacer para poder determinar la puerta que conduce a la libertad ? 


Resp.: El prisionero puede obtener una respuesta falsa, pidiendo a uno de los guardianes la respues- 
ta del otro. 


38. 


39. 


40. 


4. 


42. 


43. 
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Para escoger un ministro entre tres candidatos, A, B y C, un rey los somete a una prueba: sobre la 
cabeza de cada uno de ellos se coloca una bola, que no ven, pero sí ven la bola situada sobre la ca- 
beza de los demás. Los candidatos saben que las bolas se escogen entre cinco: tres negras y dos blancas; 
el primero que diga el color de la bola que tiene sobre su cabeza será ministro; si se equivoca, le cor- 
tan la cabeza. Uno de ellos, A, que ve una bola negra sobre la cabeza de los otros dos, afirma con 
seguridad, viendo que los otros no dicen nada: «yo tengo una bola negra». Explique su razonamiento. 


Resp.: A se dice: «si yo tengo una bola blanca, B se dirá: “si yo tengo una bola blanca, C ve dos bo- 
las blancas y entonces C puede afirmar: “yo tengo una bola negra'”. C no dice nada, esa hipótesis hay 
que rechazarla, entonces yo tengo una bola negra.» B no dice nada..., es decir: A construye una teoría 7” 
formada por el enunciado T y el axioma: yo tengo una bola blanca; se supone entonces que B cons- 
truye la teoría 7” formada por 7' y el nuevo axioma: yo, B, tengo una bola blanca... 


¿Cuáles de los siguientes razonamientos son correctos? 


a p>4 DB pvq d) paq d  p=>9 
Pp =p -p>4 =p> -r 
q es Y > E ye FAP 

d) p>4 DN pq gg p>4' 

id avs => -9 

=P HE 

EE les BA 
—p $ 


Resp.: Válidos a, b, e, d. 
Dé una demostración indirecta de la siguiente proposición: 
a) Six? es impar > x es impar (x un entero). 


b) Sip v q y —g, entonces p. 
c) Si p<>q y p> —r y r, entonces —p. 


Escribir el siguiente razonamiento en forma simbólica y compruebe su validez: «Mi padre me alaba 
si yo estoy orgulloso de mí mismo. O me va bien en deportes o no puedo estar orgulloso,de mi mismo. 
Si estudio bastante, entonces no me ya bien en deportes. Por tanto, si mi padre me alaba, entonces 
no estudio bastante.» 

Un estudiante tenia que presentar un test de cinco preguntas. Sabe que su instructor siempre hace más 
preguntas verdaderas que falsas, y que nunca se presentan tres preguntas seguidas en una fila con 
las mismas respuestas. Por la naturaleza de la primera y última preguntas sabe que son respuestas 
opuestas. La única pregunta que sabe contestar es la número dos, que es falsa. Esto le asegura de 
contestar todas las preguntas correctamente. ¿Cuál es la respuesta a las cinco preguntas? 


Resp.: V F V V F. 
Demostrar por inducción que para todo entero n> 1: 


_n fn+1) 


a) 14243+-:-:+n 2 


D) 143454 >= + (21) =n? 


_ n(n+1) (2n+1) 


e) 14274? E 


n?n+1)? 


d) 194274334 --4n?= > 


CAPITULO 92 


Conjuntos. Operaciones 
entre conjuntos 


En este capítulo se introducen los conceptos más simples de la teoría de conjuntos, puesto que 
permiten, de una parte, clarificar y simplificar el lenguaje matemático y, por otra, aclarar las 
maneras de razonar que se emplean, ya que el lenguaje matemático debe ser claro y preciso. 

Los signos que se introdujeron en el capítulo anterior son de naturaleza puramente lógica : 
su función es «formalizar» las maneras de razonar. 

Ahora se van a introducir los símbolos fundamentales (=, €) que permiten construir re- 
laciones y objetos con significado matemático. El signo = se utiliza para formar relaciones, 
como se indica a continuación: 

Si a y b son objetos matemáticos (o conjuntos) se obtiene la relación a = b. Si la relación 
es verdadera, significa que los objetos son idénticos. 

El siguiente enunciado resume las «reglas de juego» que se deben tener en cuenta para 
emplear correctamente el signo de igualdad. 

a) La relación x= x es verdadera para todo x. 

b) Las relaciones x = y y y = x son equivalentes para todo x y y. 

c) Las relaciones x = y y y = z implican la relación x = z para todo x, y y Z. 

d) Si u y v son objetos matemáticos tales que u = v y R(x) una relación que contiene la 
letra x, entonces las relaciones R(v) y R(u), que se deducen de R remplazando x por u y v, res- 
pectivamente, son equivalentes. 

En la práctica se utiliza constantemente este axioma sin hacer referencia a él en forma 
explícita. 


La relación de pertenencia y el concepto de conjunto 


La idea de conjunto es una idea primitiva y, por tanto, no es susceptible de definición. Pro- 
viene de las nociones corrientes que se tienen de conjunto, colección, agrupación de objetos 
cualesquiera. La teoría de conjuntos es una teoría de la relación de pertenencia. Las ideas pri- 
mitivas son: elemento, conjunto y relación de pertenencia. 

Un conjunto E está compuesto de objetos, llamados elementos de E. 


a es elemento de E 


se simboliza por ae E y se lee «a pertenece a E». 
La negación de ae E se simboliza por af E y se lee «a no pertenece a E». 
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Los elementos de un conjunto se representan por diagramas de Venn cuando los de- 
talles descriptivos de sus elementos no se tienen en cuenta. 

Se utilizan letras mayúsculas para representar los conjuntos y minúsculas para designar 
sus elementos, y sus elementos se escriben entre dos llaves. 

Los conjuntos más usados en este texto son: 


N =(0,1,2,3,4,...). Los números naturales. 
N*=(1,2,3,4....). 

Z =(..,-2, k 0, 1,2,3,...j. Los números enteros. 
DO ad 

Z7 =1-1,22 2.) 

Q =(0 +3, hs 2, ...). Los números racionales. 

R = ( da, Ss . «). Los reales. 

C =(a+ dE con a y b reales). Los números complejos. 


Determinación de un conjunto 


Un conjunto se puede definir de dos maneras: 

Primera. Cuando se dan en forma explícita sus elementos, se dice que el conjunto se de- 
finió por extensión. En este caso se escriben sus elementos entre dos llaves.- 

Por ejemplo, E= (0, 3, 7, 9, 11). 

El conjunto formado por un solo elemento se escribe fa). Se tiene a € (aj. 

Segunda. Cuando se da un criterio de pertenencia que permita decidir si un elemento 
pertenece o no al conjunto considerado. En este caso se dice que el conjunto se definió por 
comprensión. 

Se escribe E = (x: p(x) y se lee «el conjunto £ está formado por los elementos x que ve- 
rifican la propiedad (p). 

Por ejemplo, E es el conjunto de los números primos. 


Nota. La definición de igualdad de conjuntos que se dará más adelante se toma como el 
axioma que rige el empleo del símbolo e. 


Ejemplo 2-1.  p(x) representa la fórmula «x es un entero positivo menor que 5». 


Si remplazamos por x los enteros positivos, se encuentra que el conjunto (1, 2, 3, 4) hace 
que la proposición considerada sea verdadera y falsa para los demás valores. Este conjunto, 
que hace a la fórmula verdadera, se llama conjunto solución. 


Igualdad de dos conjuntos 
Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos 
E = Es[(x € E) <> (x € F)] 


Este concepto corresponde a la noción común de identidad. 

Sean A y B dos conjuntos definidos por comprensión: 4 el conjunto de los elementos 
que satisfacen la propiedad (p): B el conjunto de los elementos que satisfacen la propie- 
dad (9). 

A=dx:ptd)  B=(y: 40) 


La igualdad A = B traduce la equivalencia lógica (p) => (4). 
Suponga que A = B y sea x tal que p(x). Si x pertenece a A, entonces x pertenece 
a B: por tanto, q(x); por consiguiente, (p)= (q) De la misma manera se muestra que 


(1) = (p). 
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Suponga que (p) => (q) y sea x elemento de 4. Entonces p(x); esto implica que x es ele- 
mento de B. De la misma manera se demuestra que todo elemento de B es elemento de A. 
Las propiedades (p) y (9) se llaman propiedades características de los conjuntos A lo B). 


Ejemplo 2-2, Sea A= (0,2, 4,6,8,...| y B el conjunto de los naturales divisibles por 2. 
Entonces A = B, 


Conjunto de conjuntos 


La igualdad entre conjuntos cumple las reglas impuestas al concepto de igualdad (=). Los con- 
juntos son objetos matemáticos y pueden a su vez ser elementos de un conjunto. 
Un conjunto F cuyos elementos son conjuntos se llama familia o clase. 


Antinomias 


Los matemáticos se han visto obligados a excluir algunos conceptos, en particular el conjunto 
de todos los conjuntos que conduce a contradicciones o antinomias. La siguiente paradoja se 
debe a Russell: 

Si el conjunto de todos los conjuntos existe, sea E. 

Entonces, cualquiera sea el conjunto Y, Ye E y en particular Ee E. 

Para los conjuntos X, considere la siguiente propiedad (p): 


[X, (9) => (X EX) 


Sea Elp)=K=(X, X£X;, es decir, que E(p) es el conjunto de los conjuntos que no son ele- 
mentos de sí mismos. 

¿Se debe escribir Ke Ko Kg K? 

Si KeK, entonces por definición de K, Kg K. 

Si Ké K, entonces por definición de K, Ke K. 

En los dos casos hay contradicción. Se evita eliminando el concepto de conjunto de todos los 
conjuntos, lo mismo que la relación X € X: un objeio matemático no puede ser a la vez un 
conjunto y a la vez elemento de ese conjunto. 

En contraste con las parejas ordenadas (a, b), en las que se tiene en cuenta el orden, 
la, a) = [aj porque a = a y un conjunto está determinado por sus elementos. La distinción 
que se hace entre [aj y a es fundamental, porque de lo contrario violaría la norma que en la 
vida corriente se hace cuando decimos: «si en la universidad hay un estudiante que estudia 
“ruso”, es necesario distinguir entre ese alumno y la clasc de “ruso” que contiene a ese único 
alumno». 

Es conveniente considerar el conjunto que no contiene elementos; se llama conjunto vacío 
y se simboliza por $ o [ y. 

Además [( )) =(6) 4 6. 

Cualquiera que sea a, ag f es verdadera y ae es falsa. 

El conjunto (x : x es entero y 2x = 5) = Q. 


Inclusión 


A partir del signo e se introduce la abreviación que se nota por C y se llama signo de inclusión. 


Definición. Se dice que un conjunto F está incluido en un conjunto £ cuando todo elemento 
de F pertenece a E. 


FCE>(ixeF>xe€ E) 


La Figura 2-1 ilustra ese hecho. 
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E 


FCE 


Figura 2-1 


Las diferentes maneras de leer la fórmula son: «F está incluido en E» o «F es un subcon- 
junto de E». 

SiF C Ey E 4 F se dice que la inclusión es estricta y que F es un subconjunto propio de E. 

Cuando existe un elemento de F que no pertenece a £ se dice que no está incluido en £ y 
se escribe FE E. 


Ejemplo 2-3. Si E es el conjunto de los enteros y F el de los pares, se tiene que FC E. 


Inclusión de conjuntos e implicación lógica 


Si E y F son dos conjuntos definidos por comprensión por las propiedades (p) y (9), 
E = (x: pto), F = (y: ply)- 


La implicación E >F dice que si x verifica la propiedad (p), es decir, x es elemento de 
E, entonces x es elemento de F, y x posee la propiedad (4). Por consiguiente, E C F implica 
que: 


(p) => (9) 


La implicación (p) => (q) dice que si x es elemento de E, es decir, si x verifica la pro- 
piedad (p), entonces x tiene la propiedad (q), y x es elemento de F. 

Por consiguiente, (p) => (q) implica la inclusión EC F. 

La inclusión E C F equivale a la implicación (p) => (q). 


Ejemplo 2-4. Sea E el conjunto de los enteros múltiplos de 6 y F el conjunto de los en- 
teros múltiplos de 3. 


La inclusión EC F equivale a: 
(ser múltiplo de 6) => (ser múltiplo de 3) 


Nota 1. Para mostrar la inclusión E C F,es suficiente mostrar que todo elemento de E es 
elemento de F. 


Nota 2. Para demostrar la negación E ( Fes suficiente probar la existencia de por lo menos 
un elemento de £ que no pertenece a F. 


Nota 3. La igualdad de dos conjuntos es la conjunción de las dos inclusiones E C Fy FC E. 
Para demostrarla, se deben mostrar las dos inclusiones. Se empieza con un x en E y se mues- 
tra que x€ F; esto muestra que E C F. Si se toma un elemento arbitrario y e F y se muestra 
que ye F, entonces FC E. De los resultados EC F y FC E se concluye que £ = F. 
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Propiedades de la inclusión 
1. Cualquiera que sea el conjunto E: $ CE. 
2. ECE, para cualquier conjunto E. Reflexiva. 
3. (ECFyFCE)>E=F. Antisimétrica. 
4. (ECF y FCG)=> ECG. Transitiva. 


Demostración. 1. Suponga que existe un conjunto £ tal que $ Í E. Esto quiere decir que 
existe un elemento en $ que no es elemento de £, Como no hay elementos en $, entonces $ E E 
es verdadera. 3 

2. La relación xe E implica la relación x € E, entonces EC E. 

3. ECFyFCE=>E=F.EC F significa que para todo xe E se tiene xe F.FC E 
significa que para todo x € F se tiene x e E; por tanto, los dos conjuntos son el mismo. 

4. La relación xe E => xe€F implica la relación xe G. Por tanto, la primera relación 
implica la última (según la inferencia tautológica). 

Además (es único. 

En efecto, suponga que existe otro conjunto vacio (; como Ú no tiene elementos por la 
propiedad 1, 0 C E, para todo conjunto E, asi como p CE. 

En particular 0 C $ y como sabemos que $ CO, porque 6 es un conjunto, entonces O = $. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Construya conjuntos A y B para los cuales ACB: A+ B: ADB. 
2. Enel conjunto universal Z de los enteros, halle el conjunto solución de las siguientes frases abiertas: 
a 2+x=x(x+ 1). 
b) *A+x+1=0 
Cc) 2x-3=7. 
3. Partiendo de un esquema, dibuje los conjuntos 
ACB; ACByA+BsATBACByBTA:ACBYBTA 


Complementario de un subconjunto 


Definición. Dado un subconjunto A de E, se llama complemento de A con relación a £, al 
conjunto de los elementos de £ que no pertenecen a A. 


lA =(x:xégAnxeE) 


También se simboliza por A* o [4 o 4' o 4 cuando no se preste a confusión. 
Ejemplo 2-5. Si E=41, 2, 3) y A= (1, 2) > (4 = (3). 


La Figura 2-2 ilustra esta definición. 


Co 


Figura 2-2 
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Complementario y negación lógica 


En un referencial E, ser elemento de una parte A de E es poseer la propiedad (p); ser ele- 
mento del complemento (A significa no poseer la propiedad (p), es decir, tiene la propiedad (— p). 


A=(x: plo) > (14 = (y: —P0)) 
Para toda parte 4 de E 


si xeA =>xé0s4, entonces x € lg (024) 
si xe lel¿4) > x € [¿4, entonces xe A 


Por tanto, [¿([¿4) = 4 que equivale a [—(—p) => (p)]. 
Se dice que A y (¿4 son complementarios. 


Propiedades. Para todo conjunto E: 

L (sE =0 y lep = E. % A 

2. Dos conjuntos que tienen el mismo complementario con relación al mismo conjunto 
son iguales 

0,4 = [¿B=> 4 = B 

En efecto, si (¿4 = PB, entonces (0,4) = BOB) > 4 = B. 

3. Si AC B, entonces el complementario de B está incluido en el complementario de A 
(con relación al mismo conjunto £). 


En efecto, si xel¿B>xgB;4C By x¿ B, implica que x € 4. (Contrarreciproco de 
(xe A) > (x e B)); entonces x€ (Ig 4. 


ACB=>U,BC rá 
Fsto es la traducción de la equivalencia lógica 
(0) =>] > [+0 > (-p)] 
La Figura 2-3 ilustra este hecho. 
E E E 


] = 


6¿B (no q) CA (no p) 
E | 


Conjunto de partes de un conjunto 


Figura 2-3 


Se admite el siguiente axioma: Si se consideran todos los subconjuntos de un conjunto E, ellos 
dan origen a un nuevo conjunto, que se llama conjunto de partes de E. 


PE) = (4: ACE) 
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Ejemplo 2-6. Si E= fa, b, c). Decir que AC E=>AE€0(E). 
Para todo conjunto E se tiene que ae E => (a) C E<> (a) e O(E). 


Nota. Ch) no es vacio si E = pH porque contiene a $. 


Diagrama en bandera 


El diagrama en bandera de un conjunto permite representar los conjuntos de partes de un 
conjunto E. 

Se representa por medio de un cuadrado que contiene 2” cuadrados iguales,en el que n 
es el número de subconjuntos del conjunto considerado £. Todo subconjunto y su complemento 
deben formar una partición del cuadrado £ y todas las particiones deben ser distintas. De esta 
manera se obtienen tantas banderas como subconjuntos tenga E. 

Por ejemplo, si £ está descompuesto en dos subconjuntos E, y E,, el conjunto E se pue- 
de descomponer como lo indica la Figura 2-4. 


E EE 


29 


N ] 
SNE 


ZA 1 LA LIL] 

Ta ENE, ENE: E E 
lol ala 
(CM 4MJ]4J]LA 
EU E, E, AE, E ZE, 


Figura 2-4 


SN 


Ejercicio. Repetir el ejercicio de la Figura 2-4 para el caso en que E se descomponga en tres, 
cuatro y cinco subconjuntos respectivamente. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


4. Determine todos los elementos de P(£) si E = (1, 2, 3, 4]. 
5. Determine P(£) y C(O(E)) para un conjunto £ con dos elementos. 
6. Determine P(£), P(P(E)), P(P(P(E))) para un conjunto con un elemento. 
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Los cuantificadores 


Sea E un conjunto universal y (p) una propiedad. Sea E(p) el subconjunto de £ cuyos elementos 


cumplen la propiedad (p) 
Elp)=4x:xeE a pla) 


Si E(p) = E, se escribe Vx e E, (p) y se lee «para todo x de E la propiedad p es verdadera». 

El símbolo Y es el cuantificador universal. 

Si E(p) + d, se escribe Jx € E, (p) y se lee «existe por lo menos un x de £ que cumple la 
propiedad (p)». 

El símbolo 3 se llama cuantificador existencial. 


Definición. Una variable que en una proposición figura cuantificada se llama variable ligada; 
de lo contrario, variable libre. a 

En el caso de las variables libres, se considera la proposición como verdadera para cual- 
quier elemento. 


Recordemos que la negación de Vxe E, (p) es 1x € E, (—p). 
En efecto, [Vx e E, (p)] equivale a Elp) = E, que equivale a 


CZ(p) = $ 
La negación de esta proposición es 
DE») 4 6. es decir, Jxe ([£(p) o 1x, (—p) 


Entonces 
=[Vxe E, (p)] <> [Axe E, (-p)] 


Así, «todos los rusos son mentirosos», tiene por negación a «existe por lo menos un ruso 
que no es mentiroso». 

La negación de Jx€ E, (p) es Vxe E, (—p). 

En efecto, 3xe E, (p) equivale a Elp) + q. que equivale a 


DE») 4 E 
La negación de esta proposición es 
D£(p) = E, es decir, El—p) = E o Vxe E, (—p) 


Entonces, 
—[3x € E, (p)] <> [Vx e E, (—p)] 


CONSTRUCCION DE CONJUNTOS A PARTIR 
DE CONJUNTOS DADOS 


Intersección 


Definición. - La intersección de los conjuntos E y F es el conjunto de los elementos comunes 
aEyF. 
ENF=(x:xeEnxeF) 


Si EN F = f, los conjuntos E y F no tienen elementos comunes, en este caso se dice que los 
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dos conjuntos son disjuntos. Si la intersección no es vacía, es decir, E 7 F + dp, se dice que los 
conjuntos se intersecan. 
La Figura 2-5 ilustra la intersección de dos conjuntos. 


Figura 2-5 
Ejemplo 2-7. Si E= (1, 2, 3, 4, 5) y F= (3, 4), entonces EN] F = (3, 4). 


Nota. Si los conjuntos £ y FF se definen por comprensión según las propiedades (p) y (9). 
E=[x: p(x); y F= [y : q(»)j. entonces 


ENF=4x:p) A qu) 


El concepto de intersección corresponde a la conjunción lógica. 


Propiedades de la intersección 


Cualesquiera que sean los conjuntos A, B y C se tiene que 
1. ANP=9. ANA = 0. 
2. AMA = A. Idempotencia. 
3. AMB= B(M 4. Conmutativa, 
4 AN(BNC)=(4NB)INC. Asociativa. 


Demostración. 1. A( fp = Q. En efecto, no teniendo q ningún elemento, su intersección 
en Á carece de elementos. 

2, Sea xe AMYA=>xEA A XxEA por definición de f) y esto a su vez implica que 
xEA por la tautología p A p=>p. Como x es arbitrario, A(7 A C A. Recíprocamente, sea 
xeA=>xe€eA MN Aporla misma tautología, y como xesarbitrario, 4 E ANMA.DEACANA 
y de AN/AC A, se concluye que 4= AMA. al y 

3. Seaxe4AMB=>x€eA A xeB, entonces xe B a xe4, por la tautología p A q = 
gq A p; como x es arbitrario, entonces ABC BN A. Para la otra parte, simplemente se 
invierten las implicaciones. E 

4. Sea xe ANM(BNNC)>xe4AnaxeBNC=>xeAnxeBrxeC=>xce4AMB 
AxeC/ AN(BNC)CIANB)NC. Por la tautología p a (q Ar)= (pagar. 

Para demostrar la inclusión en sentido contrario, simplemente se invierten las impli- 
caciones. 


Unión 


La unión de los conjuntos E y F es el conjunto de los elementos que pertenecen a uno por lo 
menos de los conjuntos E y F. 
EUF=(x:xeE y xeF) 


EUF es el conjunto más pequeño que contiene a la vez a E y F. 
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Ejemplo 2-8. Si E= (1, 2) y F= fa, b, c) entonces EUF = ([1, 2, a, b, c). 


La Figura 2-6 ilustra la unión de dos conjuntos. 


SD $) 


Figura 2-6 


Nota 1. El conjunto EU F tiene por elementos: 
Todos los elementos que pertenecen a E y no a F. 


Todos los elementos que pertenecen a F y no a E. 
Todos los elementos comunes a E y F. 


Nota 2. Si las propiedades (p) y (q) definen por comprensión los conjuntos E y F, respectiva- 
mente, E= (x:p(x)) y F= [y:g(»)j, entonces EU F= [x: plx) v q(x)). Por consi- 
guiente, ser elemento de EU F es tener por lo menos una de las propiedades (p), (4). 


El concepto de unión equivale al concepto de la disyunción no exclusiva. 


Propiedades de la unión 


Cualesquiera que sean los conjuntos A, B y C se demuestra que: 


1. AU$=4. AULA=E. 
2. AUA= A. Idempotencia. 

3. AUB=BU A. Conmutativa. 

4. A4UB)JUC= AU (BUOC). Asociativa. 


Las demostraciones se dejan como ejercicio. Son paralelas a las de las propiedades de la 
intersección; simplemente se cambia (f) por U. 


Relaciones entre unión, intersección y complemento 


Cualesquiera que sean los subconjuntos 4, B y C de un conjunto E, se cumplen las siguientes 
propiedades: 


AN(BUC)=(4N B) U (4 N C). Distributividad de la () con respecto a la UY. 
AU(BNC)= (4U B) N (4 U C). Distributividad de la U con respecto a la (7. 
A yo =E. Se n e = 4. 

a) (x(4 NB) = (24 U GB 

5) Be(4 UB) = 4 M1 DB Leyes de De Morgan. 


Po 
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Demostración. 
4. a) SeaxelAnB)o(xeE)a (XÉA NB) 
=(xeE)rn —(xeA nxeB) 
>(xeE) rn (xgA v x£B). 
Por la tautología —(p A q)=> —q Y —p. 
>[(xeE) a (6 4A)] v [(xe E) a (x€ B)]. 
Por la tautología [p A (q v rJ]=[(p a q) v (Pp A r)). 
<=xell¿4 v xe(¿B. Por definición. 
<> x € ligA U fgB. Por definición. 


b) Se demuestra cambiando en la anterior f) por U y U por M. 


xeA xeA xeAnxeB 
sax evo! A >! A >| v 
. xeBUC xeBvxec xEAnNxEC 
Por la tautología [p a (q v rJ]=[(p A 9) v (pa r)]. 
xeAnmB 
> A e>xe(ANBU(ANC)..AN(BUC)=ANBU(ANC) 
xeAnc 


Demostración de la otra parte, análoga. 


Relaciones con las leyes de la lógica 


La conjunción de las proposiciones A U ¿4 = E y A N (¿4 = Q es la traducción conjuntista 
de la ley del medio excluido. 

En efecto, ,para todo x € £, x'€ A es verdadera o x € 4 es falsa; entonces xe A o xefA, 
y xe A U lA. Por otra parte, para x, no se puede tener a la vez que x e A sea verdadera y falsa, 
entonces x no puede ser común a A y (A. 

La relación B(4 U B) = [4 N UB es la traducción de —[(p) o (9)] > [(-p) y (-9)]- 

La relación Pí4 N B) = [4 U LB es la traducción de —[(p) y (9] > [(—p) o (—9)]. 


Diferencia de dos conjuntos 


Definición. La diferencia A menos B es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a 
A y no a B. 


A—-B=(x:xceArxéB) 
Se simboliza por A — B y se ke «A menos -B». 
Observe que 
A=B=(ANB) 
Ejemplo 2-9. Si A es el conjunto de los naturales y B el de los naturales pares, entonces A — B 
es el conjunto de los naturales impares. 


Teorema. a) Si M y N son subconjuntos de un conjunto X, mostrar que las relaciones M CN 
7 X-NCX- de son equivalentes. e Para todo subconjunto M de X se tiene que 
=(x- M)= 


Demostración. a) Suponga que MCNCX. Sea xeM=>xeN, porque MC N. Al ne- 
gar lo anterior se tiene que xeX— N=>=x€X-— M./.X-— NC X-—M. Empleando el 
mismo razonamiento y YX - NC X—M se tiene que 


- (X-M)CX-(X-—N) 
es decir, que MC N. 
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b) Sea xeX -—(X- M)>xg X — M=> xe M. Como las implicaciones son válidas 
en sentido contrario, de esto y lo anterior se concluye que 


X-(X-M)=X 


Diferencia simétrica de dos conjuntos 


Definición. La diferencia simétrica de los conjuntos A y B es el conjunto de los elementos de 
A y de B, excepto los que pertenecen a la intercepción. 


AAB=Í[x:(xe 4d AxgB) v (xgA rn xeB)) 
Se simboliza por AA B y se lee «4 delta B». 


Ejemplo 2-10. Si A=41,2,3,4,5,6,7) y B= (3, 4,7, 8, 9) entonces 
AAB=(1,2,5, 6, 8, 9) 
La Figura 2-7 ilustra los conjuntos A— B, B-— A y AAB. 


O| 


A-B B-A AAB 


Figura 2-7 


Nota. La definición se traduce por 
AAB=(AUB)-(4ANB) o AAB=(A— BJU(B- A) 
Si A= [x: p(x)) y B= [y : q(»)), entonces 
AAB=(x: [p(x) a —g)] o [=2) a go 


La diferencia simétrica es la traducción del «o» exclusivo. 


Relaciones entre conjuntos y proposiciones compuestas 


Sea E un conjunto de posibilidades lógicas. Si se tienen determinadas proposiciones relativas 
a E existe una manera de asignarles un conjunto a cada una de esas proposiciones. A cada 
proposición se le asigna el conjunto de posibilidades lógicas del conjunto universal, para las 
cuales la proposición es verdadera. 
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A estos conjuntos se les llama conjuntos solución de las proposiciones. 

Sip y q son proposiciones, para hallar el conjunto solución de p v gyp A qsedebe asignar 
a p v q las posibilidades lógicas que estén en los conjuntos P o Q (o ambos); es decir, se debe 
asignar a p v q el conjunto PU Q. La proposición p A q es verdadera si, y solamente si, p 
y q lo son, entonces se asigna a p A q el conjunto P (NO. 

Como la palabra «no» se emplea en la definición del complemento de un conjunto, en- 
tonces el conjunto solución de «—p» es (P. 

La Figura 2-8 muestra el conjunto solución de dos proposiciones p y q. Muestra las dis- 
tintas posibilidades lógicas para las dos proposiciones p y g. 

La relación que existe entre una proposición y su conjunto solución hace posible traducir 
un problema de proposiciones a uno de conjuntos. Recíprocamente, dado un problema rela- 
tivo a conjuntos, piense en el conjunto universal como el conjunto de posibilidades lógicas 
y en un subconjunto como el conjunto solución de una proposición. 

Como los demás conectivos lógicos se definen en función de A, v, —, vamos a calcular 
los conjuntos solución de otros conectivos lógicos. 

1. p= q equivale a —p v q, entonces su conjunto solución es el de —p v g, es decir, 
(BzP) U Q, que se muestra en la Figura 2-9 como el área rayada. 


ambas falsas 


Figura 2-8 Figura 2-9 


Observe que el área sin rayar es P — Q = P N II¿0, que es el conjunto solución dep A —q. 
Así, el área rayada es el conjunto [¿(P — 0) = Bz(P NM Be0), que es el conjunto solución de 
—[p A —g]. Es decir, descubrimos la equivalencia lógica de p= q. 

Esto también nos muestra que los diagramas de Venn son útiles para hallar relaciones 
entre proposiciones. 

Si p es una tautología, su conjunto solución es E. Si p es falsa, en todos los casos su con- 
junto solución es f. 

2. Finalmente, recuerde que p => q equivale a que el condicional p > q es lógicamente 
verdadero. Pero p >> q es verdadero si, y solamente si, su conjunto solución es E, es decir, 
(HP-0)=E0P-Q=9. 

La Figura 2-10 muestra que si P— Q es vacío, entonces PC Q. 


Figura 2-10 


64 CONJUNTOS. OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS 


Resumen. A cada proposición le corresponde un conjunto solución. A cada conectivo lógico 
le corresponde una operación entre conjuntos. A cada relación entre proposiciones le corres- 
ponde una relación entre los conjuntos solución. 

Los conjuntos solución de las proposicionesp Y 9,p A 9, —pyp=>qsonPUO,P NO, 
CP y Cs(P — 0). 

La proposición p es lógicamente verdadera si P= E y falsa si P = (. 

Las proposiciones p y q son lógicamente equivalentes si, y solamente si, P= Q, y p=> q 
si, y solamente si, PC OQ. 

A continuación se da una relación de las correspondencias que existen entre las partes 
de un conjunto E y las propiedades definidas sobre ese conjunto. 


xEAÁ p(x) 

xeB g(x) 

ACB p(x) => q(x) 

A=B px) => q(x) 

x € BA —plx) 

C(04) = 4 — (—p(x)) <> p(x) 
xeAnB p(x) y q(x) 
xeAUB p(x) o q(x) 

ANB=0Q p(x), q(x) incompatibles 
ANB=0Py AUB=E ql(x) => —plx) 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Muestre que el conjunto vacío está contenido en todo conjunto. 


Demostración. Sea Á un conjunto. Suponga que $ € A > lx tal que xs 9 y x£ A por definición. Pero 
x $ por definición. Así xe 4 y x¿ $, lo cual es una contradicción. Entonces $ C 4 por reducción al 
absurdo. 


Si ACByBCC>ACC. 


Demostración. Sea xe A => x € B por hipótesis y x e C por la misma razón. Así, xeBrnxeC>xeC, 
por la ley de simplificación. Como x es arbitrario, A C C por definición. 


ibid: Muestre que AN1B= 4A=>4AC B. 


Demostración. Las proposiciones (xe A y xeB=>x€ A) y (xe 4 => x€B) son equivalentes. 


a za Construya ejemplos de conjuntos A y B para los cuales se verifiquen 
las siguientes relaciones: 


AEB ACBy ACB 


Si A= (1) y B= (6, (1)), entonces Ae B. 
(1) y B= (1, 2), entonces ACB, y, por tanto, ACB. 
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Sea A = (6, 1, [1)). Halle C(4). Determine C(C(4)). 


(6, (9), (0, (1), (6, D, (6, 10), 1 (1), 4) 
PC) = (6, (63) 


6(4) = 


raras Sea U= (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10) un universo, A = (1, 2, 3, 4, 5) y 
= (2, 4, 6, 8, 10). Determine los siguientes conjuntos: 4U B; AN B; A— B; B- A; 
boa: 808; lu(4U B); Eu(4N B); (ha. 


= (1,2,3,4,5,6, 8,10 );4N B=(2,4);4 — B= (1,3,5);B— A = (6,8,10); 
¿yb 4, 3, 5,7, 9); Úy(4 U BI=47, I5Iu(AM BI=(1, 3, 5, 6, 7, 8, 9, 10); 


a) Sea A= (1, 2) y Q=((1), (2)). Determine UQ, NG y halle 
JA) NMG(A), UP(G). b) Muestre que AAA= GQ y AAGH= 4. 


a) UG =(1)U (2) =(1,2)=4. Na =(1)N (2) = 


UA) = ¿UIDU QUA =4. NFPA) =94N (1 N AINA=4. 
Ue (8) =$ UU) U (2) UD, 2) = (1, 1) =0 


b) AMBA=(4— AJU(A—4)=$U6=6; AAH=(4A— HP) UH A)=AUVÓ¿=A4. 


%0 Sean A y B conjuntos. Entonces AUB=BU A. 


Sea xe 4 U B arbitrario. Entonces xe Á v x€ B, por definición, que es lo mismo que 
xeB v xe4, por la tautología de la ley conmutativa. Entonces x e BU A por definición. Como x es ar- 
bitrario, AUBC BUA por definición de Y. 

Análogamente se muestra que BU ACAU B, por tanto, AUB=BUA. 


Demuestre por contradicción que para todo subconjunto A y B de U, 
AUBFH=> (44H v BH 9). 


Para obtener una contradicción suponga que 
JA IB[AU BH rM(A=H A B=0)] 


Entonces (4 =$ A B= $) > AU B=0U B, por sustitución 
=B 


Entonces AU B =$ A AUBH 6, lo cual es una contradicción. 


2100 Por contradicción, demuestre que para cualquier subconjunto A de U, 


A%ba. 


Y Para obtener una contradicción suponga que 34 (4 = (4). 
Entoness AU DA = U, por propiedad de la unión 
AULA =AUA, porque A = [A 
= A, por propiedad de la unión 
Por tanto, U = A. 
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También, A (M7 f4 = ó, por propiedad de la intersección 
ANMBA = ANA, porque 4 = A 
= A, por propiedad de la intersección 
Entonces, $ =A. . = $. porque $ = A y U= A. Pero U $ b, lo cual es una contradicción. 


Si 4, B y C son subconjuntos de un conjunto universal U muestre que: 


a) AV(BNC)=(14UBIN(4UC) 
b AN(BUA)= 4. 


a) Sea xe AUIBNCI=xe4 vxeBNC=oxeaA v (xeBrAxeCieo(xed y 
BR (EA vxeC)oxedAUBaxe AU Co xe lA U BIN (4 UC) 

b) Siempre se verifica que A E AU1BU A). como A C Acción. Es evidente que 4 U [y 4 CU. 

Si x e U, entonces xe A v x ¿(yA (por la ley del tercio excluido) o x € 4 U lA. por tanto, UCA ULA. 


¿FLODÍ 5 SeanA=(1,2,...,8,9),B=12,4,6,8), C=(1,3,5,7,9), 13,4, 5tyE = 
13,5; - Indique cuales de estos conjuntos pueden ser X, donde ceci una de las e condicio- 
nes: 1. X y Bson disjuntos,2. XCD. y XEB3XCAyYXTC 4XCCyXCA. 


pues BNE =4 

pues ECD y E CB. 

pues BCA y B (C. 

o existe subconjunto X que cumpla estas condiciones. 


mon 
Par 


Muestre que: 

a) Si AMB=B, entonces AUB=A y A 
b) Si AD B, entonces AMNB=By AUB 
c) Si AUB=A, entonces AN)B= B y A 


¡VARO) 
Dam 


Solución 


Primero vamos a establecer las siguientes proposiciones. 
Proposición P. Si A(B= B, entonces 4D B. 


Demostración. Dado AMB= B. Si xe B, entonces como B= A(YB, xe A()B, esto implica que 
xeA y xe B. Por tanto, cuando xe B, x€ A, por definición. B es un subconjunto de 4. 


Proposición Q. Si AD B, entonces AUB=A. 


Demostración. Por definición, AU B > 4. Para mostrar la inclusión contraria, observe que si ye 4 U B, 
entonces pe A 0 yeB. . a 

Como 4 ) B, todo elemento de B es elemento de A. Así, todo elemento de B y de 4 U B está en A y 
AU BCA. Por consiguiente, AU B= A. 


Proposición R. Si AUYB=A, entonces A(18B= B. 
Demostración. Dado AUB= A. Si xeB, entonces xe AU B. Como AUB= A, entonces xe A. 
Por tanto, AM)B DB. De manera análoga se muestra que AMBC B. De donde se sigue que 
ANB=bB. 


a) Proposiciones P y Q. b) Proposiciones Q y R. e) Proposiciones R y P. 
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[Problema 214. Establecer cuando es cierto y cuando es falso cada una de las siguientes rela- 


ciones: 


(CEP (0), (CCP), [Che Pc), (0) COC). 


á Ce 0 (C) es cierta; Ce (O (C) es falso, ya que C es un elemento de P(C); (C]e P(C) 
es falso ya que (C) es un subconjunto de (P (C); (C] C O(C) es cierta. 


[Problema 2-15. Probar: 1.4CB=> P(4)C O (B); 


2.P(AJNO(B)J= CIA N B). 


1. xe (A)=>x CA. Como ACB resulta que x CB, porlo quexe (B). 
2. x€ (AJN (B)> |xe (A) xCA 
y > y 


xCB 


> xCANMB>xe (AMB). 
xe (B) 


CAM E 
ze  (AMB)= ¿CAMB> pes o E 


zCB ze > (B) 


De lo anterior se obtiene:  (AJMN (B)= (AMB). 


EProbiéma 2-16. Para dos conjuntos A y B probar que: A= (AMB) U(A — B), que es la represen- 


tación de A como unión de conjuntos disjuntos. 


xeA > xeAMB, o, XA MB.Six ANMB=>x  B, puesxeA ; luego xe A —B. 
Así pues, xEA >xeAMB o xe A—B >xE€(ANB) U(A—B) 


Reciprocamente: 


xe (AMB) U(A—B) >xeA NB. SixeA NB => xeA sixeA—B => xe4 y xeB. Por tanto xeA. 
Veamos que (ANB) N (A — B) = $ . Esto es consecuencia de la definición de A — B, pues si x€ 
(ANB) N(A—B) => xeANMB y x€ A — B; pero, xe A—B =>x€A y xeB >x6€ AMB. 


¿Problema 217 Teniendo en cuenta que B — C = B () CS, demuestre que 


aAn(B-C)=(4NB)-(ANC)IDA-B=A-(ANB).c)A-(BNC)= 
(4 — BJU (A — C). 


ga) AN(B-C)=AN(BNCO) 
=BNUNC)=ANBNC 
UNB)-C 
(ANBNCIUH 
(ANBNCIUAN IAN B) 
ANBNATUC") 
ANBnan cy 
AUNB)-(4NC). 
b) A-B=ANB" 
= (ANB)UO 
ANBJUANAS) 
=AN(B UA) =AN(UANB" 


No nm0Q2Qtu.no 


=A-—(4N B). 
e) (4- BIUUA-C)=MANBJUIANC") 
=AN (BT UC") 
=AN(Bnocr 


=A- (BNO). 
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Muestre que a) (4 — B)U (B— 4) = (4U B) — (AN B). 
ANB. 


bA—= 


(4 — B) 


ANBJUBNAS) 

(AN BJ UB)N (AN B)U AS) 
(A4UBIN(BUBDNN (4 UAJYN (4 U BS) 
=(MUBNAION(UN (A UB) 

= AUB)IN (AU BS) 

= (AU B)IN(ANBY 

= (4UB)- UN B) 


ANMANBY 
ANAUB) 
ANAJUANE) 
U4NB) 


b) A—(4—B) 


Ses 
> 


e) Pruebe que a) AUB= ANB si, y solamente si, A = B. 
b) AUB=(4— BJUB. c) (4— BJUB= A si, y solamente si, A) B. 


Fa 3 Si A = B, entonces ADB y BCA y AUB=A=B=ANB, es decir, AUB 
=ANB. Recíprocamente, si AUB= A(B, entonces ANNBCACAUByANBCBCAUB, 
es decir, AUB=A=B=ANMB, osea A = B. 

b) (A- BUBCAUB, porque A—-BCACAUB y BCAUR. Ahora, si xe AUB, en- 
tonces xe 4 o xe B. Si xe B, entonces xs (4 — B)U B, y si x¿ B, entonces xe A yxed — B, es decir, 
xe(4 — B)U B. Entonces AUBC(A— B)UR, y teniendo en cuenta la parte a) se obtiene que 
AUB=(4-— BJUB. 

c) De b), (4 — BLUB=AUB. Entonces (4 — BJUB= A si, y solamente si, A= A UB, es 
decir, AD B. 


Suponga que Juan toma huevos o tocino (o ambos) para su desayu- 
no cada mañana durante el mes de enero. Si come tocino 25 mañanas y huevos 18 mañanas, 
¿cuántas mañanas come huevos y tocino? 


Sea B el conjunto de los días de enero en que Juan come tocino al desayuno y E el conjunto 
de días en los cuales come huevos. Como enero tiene 31 días y como puede comer huevos, tocino o ambos 
cada día, entonces n(B U E) = 31. El problema enunciado algebraicamente es 


n(BU E) = n(B) + n(E) — (BN E) 


e 35 m 1 n(E) = número de elementos en E 


Esto muestra que n(B () E) = 12. Entonces Juan come huevos y tocino durante 12 mañanas. 


dioss Considere el siguiente problema: En una encuesta a 200 estudiantes, 
se halló que: 


1. 68 se comportan bien. 

2. 138 son inteligentes. 

3. 160 son habladores. 

4. 120 son habladores e inteligentes. 
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5. 20 estudiantes se comportan bien y no son inteligentes. 

6. 13 se comportan bien y no son habladores. 

7. 15 se comportan bien y son habladores, pero no son inteligentes. 

¿Cuántos de los 200 estudiantes entrevistados no se comportan bien, son habladores y 
no son inteligentes? 


* Considere al conjunto de los 200 estudiantes como el conjunto universal. Los datos del 
problema se pueden enunciar en función de tres subconjuntos de U, a saber: 


W el subconjunto de los estudiantes que se comportan bien. 
T el conjunto de estudiantes inteligentes. 
T el conjunto de los estudiantes habladores, 


Figura 2-11 


La Figura 2-11 muestra los tres subconjuntos de U. El problema consiste en hallar a(W* (y 7 N 15). 
En cada una de las ocho regiones del diagrama se colocan el número de estudiantes que corresponden al 
subconjunto de la región. Por ejemplo, el dato 1 no es útil porque dice que n(W) = 68, pero W se divide en 
cuatro regiones, y no se sabe cómo se parte el conjunto de los 68 estudiantes. El dato 7 dice que WATN1") 
= 15, por tanto, colocamos 15 en la región correspondiente. El dato 5 dice que n(W (f 15) = 20. El diagrama 
muestra que W (7) 1“ está compuesto de dos regiones, una se sabe que tiene 15 elementos. Entonces la otra 
región debe contener 5 elementos, y colocamos $ en esa región. Se continúa con el proceso hasta agotar todos 
los datos, en el orden 7, 5, 6, 1, 4, 2 y 3. Como n(U) = 200, entonces (W (y Tf 1%) = 17, que es la res- 
puesta al problema. 


Pruebe las siguientes proposiciones: 


a) Si SCT y U es cualquier conjunto, entonces SYUCTU 
b) Si SCT y U es cualquier conjunto, entonces SAUCTU 
c) TCS si, y solamente si, S= TUS. 


A a) Sea xeSU U. Entonces xe S o x€ U. Si x € S, entonces x e T porque S C T y con- 
secuentemente x€ TU U. Si x€ U, entonces xe TU U. Así SUUCTUU. 


b) Demostración análoga a a). 
c) Suponga que S = TUU. Si xeT, entonces xe TU U y como S= TUU, xeS. Entonces 


T CS. Por otra parte, si se supone que TC $, entonces x € TU U, lo cual implica que x e S. Por tanto, 
TUSCS. Es obvio que SC TU U. De donde se concluye que TUS = SS. 
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10. 


1. 


12. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 


Si A y B son subconjuntos cualesquiera de E, halle todos los subconjuntos X', tales que B/N) X = A 
y todos los subconjuntos Y, tales que BUY = A. 


En el conjunto E de los triángulos, considere el subcoñijunto A de los triángulos isósceles y B el sub- 
conjunto de los triángulos rectángulos. 
Defina los conjuntos A (1 B, (4, B¿B, Br(A N B). 


Verifique las siguientes relaciones: 


DCA,DCByDCC=>DCUANBNC) 
ACD, BCDyCCD>(AUBUC)ICD 


Exprese los conjuntos que indican cada uno de los diagramas de la Figura 2-12 empleando Y, A, 
E, —, A. Tome las partes rayadas. 


E E 


A 
A B 


ES 
> 


2] 


El 


» 
> 

E 
o 


Figura 2-12 


Muestre gráfica y analíticamente las siguientes relaciones: 

A-B=(4UB)-Bs5i BCA, ANB=>ANB =4=> AUB =B 

A-B=A>ANB=p>B-4=B. 

a) Sea A= 6, 1, [1)). Halle P(4), PP(A)). 

b) Sea E=(1,2,3, 4,5, 6), 4 = (1,4, 5, 6) y B= (2, 4, 6). Determine los siguientes conjuntos: 
A=(.43B=0:.B; 40 B, 40B;4UB; NB; (HAN B): AN BUIN BA). 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 
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Probar que P (A) U (P(B) CO(AUB), para todo par de conjuntos A y B, Encontrar un ejemplo 
para probar que P(AUB) FP (A) UG (B). 


Determine los elementos de los subconjuntos A y B contenidos en E sabiendo que (¿4 = (f, 2, h, 1), 
AUB=(Ía, b, d, e, f), AMB= (d, e). 


Determine E y sus subconjuntos A, B, C sabiendo que 


PAU BUC)= (1, 8, 12) BNLC=H ANC= 15), AUB=(2,3,4, 5, 7, 9) 
AUC=(2,3, 4,5, 6, 10, 11), [¿B= (1, 2, 5, 6, 8, 10, 11, 12) 


Haga diagramas en colores que ilustren las siguientes relaciones: 
a) BAN B)= (24 UleB; b) Bela U B) = Bt MN BB; 0) AAB= Cuy MB). 


d) Demuéstrelas analiticamente. Verifíquelas utilizando tablas de verdad. 


Probar que AC B <*>(BNC) UA = BN (CUA) para todo C. 


Determine los elementos de A y B sabiendo que 


AAB=(1,2,3,4,5) lB=(1,4,7) (4 =(2,3,5,7) E = (1,2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) 


Verifique las siguientes relaciones: 
a) (AB) M (AC) A— (BUC). 


b) (A—C) — (B—C) (A =B)J=0 
c) (A—B) — (A—C) = AN(C—B). 


Muestre que: 


a) ACBCCSAUB=BNC. 

b) (A-BINC=(ANC)-(BNC)=(4ANC)- B= (4 — BIN(C— B). 

e) AN(B-C)=(ANB)- (ANC)=(4-CINB=(4ANB)-(BNC)=(l4NB)-C= 
(4 CON (BC). 


Si 4, B, C y D son subconjuntos de E, verifique las siguientes relaciones: 
a) MUBINICUD) =(ANCIUMNDU(IBACIU(BND). 
b) ANBIVICND=(AUCIN(MAUDN(IBUC)IN(BUD). 
c) (A BIN(C—= D)=(ANC)- (BUD). 


Dada la Figura 2-13, construya a partir de X un conjunto X”, que sea «sandwich» entre A y B, 
A CX'C B, con las condiciones: a) Quitar a Y el menor número posible de elementos. b) Agregar 
a X el menor número posible. 


Figura 2-13 
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23. 


24. 


25. 


26. 
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Demuestre que 
Danni! 
y =>BCC 
ANBCUANC) 


Indicación. Este es un ejemplo de demostración por disyunción de los casos: 


Por hipótesis 
(1) (4UB)C(4UC) 


y: 
2) ANBCUANC) 


Sea xe B: si xe A, entonces xe A (Y B; por (2) xe A (1 C, entonces x€ C. 
si xg A, entonces xe AU B; por (1) xe 4AUC y como xg A, xeC. 


Determine los conjuntos X = (4 U B)N(4U B"); Y = (4 U BS) N (4 U B). 
Resp.: X= A; Y =“A. 


Demuestre que [3x, (Py > [Gx (1) y dx, (9)]. 
Demuestre que [3x, (p) y 3x, (q)) > [2x, (p y 9). 
Demuestre que [3x, (p o q)]>[3x, (p) o 3x, (4)). 
Demuestre que [Vx, (p) o Vx, (9)] => [Vx, (p o 9)]. 


Forme las negaciones de Vx € E, [p y (—qg)]. 
Vxe E, [p o (-9)]. 


Resp.: —[Vxe E, (p y —9)] es (3xe E, —[p y (-9))). 
Queda por explicar la negación de y o la de o. 


CAPITULO 3 


Relaciones entre conjuntos. 
Relaciones binarias. 
Producto cartesiano 


La finalidad de este capítulo es «poner en correspondencia» o en «relación» los elementos de 
un conjunto consigo mismo o con los de otro conjunto. Después se estudiarán las propiedades 
de la «correspondencia» que se llama relación binaria. 

Los signos = y e sirven para construir relaciones. 


Pareja 


Definición. Una pareja ordenada es un objeto mateniático que se simboliza por (x, y) y se 
define como u= (x, y) = (x, f(x.) »)). 
La operación de formar parejas está sujeta a la siguiente regla de empleo: 


Regla. Para que se cumpla que (x, y) = (u, v) >x = u y y = v. En particular (x, y) = (y, x) 
ssi x= y. 


Nota. Algunos autores emplean la regla anterior como definición de pareja. 


El elemento x es el origen o primera proyección a primera coordenada de la pareja y se 
escribe x = pr, u. 

El elemento y es el extremo o segunda proyección o segunda coordenada de la pareja y 
se escribe y = pr, u. 

La igualdad entre parejas verifica los axiomas impuestos al concepto de (=) y, por tanto, 
son objetos matemáticos que pueden ser elementos de un conjunto. 

El concepto de pareja se amplía de la siguiente manera: Dados tres objetos matemáticos 
X, y y 2, y se define: 


(%, y, 2) = ((x, y), 2) 


y se dice que (x, y, z) es una terna ordenada. 
Para que las parejas ((x, y), z) y (x', y”), 2”) sean iguales es necesario y suficiente que x = x', 
y =y', 2 = 2"; porque ((x, Y),2") = ((%, y), 2) > (x, y) = (,)) y 2=7 x=, y = y”, 


z=2Z. 


En general, se define un X-ple ordenado (X,, X2, ..., xs) como la pareja ordenada 
(li X2> ++.» Mp1), Xp): 

Las k-plas (Xy, Xzs +++» Xi) Y (Y1 Y2, ---> Jr) son iguales si, y solamente si, x, = yy, 
X2= Var X= Ye 
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Comúnmente, la manera en que tales conjuntos de parejas ordenadas se presentan es 
como subconjuntos de un universo formado de todas las posibles parejas de elementos toma- 
das de un conjunto A + ¿ fijo. El caso más simple es cuando A = (a); la única pareja orde- 
nada que se puede formar a partir de A es (a, a). Es decir, el conjunto de las posibles parejas 
que se pueden formar a partir de A son ((a, a)). 

El otro extremo es cuando A son los reales; entonces el conjunto de todas las parejas cuyas 
coordenadas son elementos de 4 es el conjunto de todas las parejas de números reales. 


Producto cartesiano de dos conjuntos 


Definición. El producto cartesiano (o conjunto producto) de un conjunto E por el conjunto 
F es el conjunto de todas las parejas (x, y) tales que xe E y ye F. 


ExF=((x%,y):xeE n yeF) 


Ejemplo 3-1. Si E= (1, 2, 3) y F = (a, b), entonces E x F = ((1, a), (1, b), (2, a), (2, b), 
6, a), 6, 6). 


Nota. Si E = F, se obtiene el producto cartesiano de un conjunto por sí mismo y se simboliza 
por E?. 

Se llama diagonal de E x E al conjunto de las parejas (x, x). 

Un producto cartesiano E x Fes vacio cuando por lo menos uno de los dos conjuntos es 
vacío. 

El producto E x F es distinto de F x E cuando EX F. 

Si se escoge un sistema de coordenadas para el plano de la geometría elemental, con ejes 
coordenados OX y OY y unidades de longitud sobre dichos ejes, entonces se puede definir 
la abscisa y ordenada de todo punto P del plano. Si x y y son sus coordenadas, se escribe 
P = (x, y). 


Figura 3-1 Figura 3-2 


2 M=NxN 
1 

F 
0 


ExF 
E 
e 0 1 Ed 3 4 5 


Figura 3-3 Figura 3-4 
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Las Figuras 3-1 a 3-4 ilustran este concepto: en el caso de que los conjuntos son puntos, 
puntos de rectas, segmentos de rectas -o sucesiones de puntos separados. 

Al fijar un sistema de coordenadas para el plano (por ejemplo, las coordenadas cartesia- 
nas), esto permite asimilar el plano al conjunto R x R = R? o espacio euclidiano de dos di- 
mensiones. 

El conjunto de todos las k-plas cuyas coordenadas son números reales se designa por 
RxRx-=»»x R=R', o espacio euclidiano de k dimensiones. 


Grafo 
Definición. Dados dos conjuntos A y B y Su producto cartesiano A x B, Se llama grafo G 
un subconjunto del producto A x B. 


Es decir, es un conjunto de parejas ordenadas (x, y) de A x B. 


Ejemplo 3-2. Si A = (a, b,c) y B= (1, 2), G = ((a, 1), (b, 1), (c, 1), (c, 2)) es un grafo 
GCAxB. 


Si la pareja (x, y) pertenece a un grafo G, se dice que y corresponde a x según G. 


Proyección de un grafo 


Definición. Se llama primera proyección del grafo G al conjunto de los elementos x de 4 
tales que la pareja (x, y) pertenece a G: 


pr, G =(x: (x, y)eG) 


De la misma manera se define la segunda proyección del grafo G como el conjunto de los ele- 
mentos y de B tales que la pareja (x, y) pertenece a G. 


praG=(y:(x,y)eG) 


AxB 


Figura 3-5 
La Figura 3-5 muestra las dos proyecciones de un grafo G en el cual 4* = pr, G y 
B* = pr,G. 
Corte de un grafo 


Definición. Sea xy un elemento de A. Se llama corte del grafo G, según el elemento x,, al con- 
junto de las parejas (xp, y) que pertenecen a G. 


C(xo) = [(Xo, y) : (o, Y) € Gj 


Es evidente que C(xp) + $ si x€ A* y C(xo)= 0 si xpelu(4*). 
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> 


PraClxo) 


TA > 
(O AER: 


A 
CUY 


Figura 3-6 Figura 3-7 


t 
' 
1 
y! 


De la misma manera se define el corte del grafo G, según el elemento y,, como el conjunto 
de parejas (x, yy) de G: 


Clvo) = [(x, Yo) : (x, Yo) € E) 


Las Figuras 3-6 y 3-7 muestran el corte de G, según los elementos xp Y Yo- 


Representación de los grafos 


Los grafos se representan por diferentes esquemas: 


1. Cuando la primera y segunda componente de la pareja son la «abscisa» y «ordenada» 
del punto representado por la pareja, referido a dos ejes. (Vea Fig. 3-8.) 

2. Tabla de doble entrada. Los elementos de E se escriben horizontalmente y los de F 
verticalmente. Con una cruz se marcan los elementos que pertenecen al grafo. (Vea Fig. 3-9.) 

G= ((-3, 0), (3, 1), (3, 9, (-2, 4), (-1, 1), (0, 0), (1, 4)) subconjunto de E x F 
con E= (—3, -2, —1,0, 1) y F= (0, 1, 9, 4). 

3. Diagrama cartesiano. Está formado por un reticulado de rectas que indican los 
elementos de cada conjunto. Las verticales corresponden al conjunto de partida E y las hori- 
zontales al conjunto de llegada F. (Vea Fig. 3-10.) 

4. Diagrama sagital. Los elementos de cada conjunto son puntos, y una flecha une 
la primera componente con la segunda. (Vea Fig. 3-11.) 

S. Diagrama de Euler o Venn. Los conjuntos E y F se representan por puntos encerra- 
dos por una curva. (Vea Fig. 3-12.) 


Los subconjuntos de R x R y su representación gráfica en el plano son muy importantes 
en matemáticas. No solamente permiten analizar las relaciones numéricas en forma sistemá- 
tica, sino que también dan una idea intuitiva de las relaciones. 

Por ejemplo, si se considera la frase abierta «y = x» una parte de la representación gráfica 
del conjunto solución ((x, y) : y = x), lo muestra la Figura 3-13. 


10 [1] + 
¡MEJO A == 
x 3 
¡e 5 
z 
* £i=352.=1, io, 1 


Figura 3-8 Figura 3-9 Figura 3-10 
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Y A 0 
-2 1 
si 9 
0 4 
1 
Figura 3-11 Figura 3-12 


Si se subentiende que el universo es R x R, la flecha indica que el grafo se extiende en 
forma indefinida en ambas direcciones. 

El concepto de producto cartesiano se puede extender al caso de que se tengan más de 
dos factores. 

En efecto, si Y, Y, Z,.... son conjuntos, se define: 


A Y NASA SA A RT E NAO ZA Te 


Los elementos de Y x Y x Z son ternas (x, y, z) con xeX, pe Y, zeZ y los de 
Xx Y x Z x T son los cuádruples (x, y, =, 1) con xe X, ye Y, 267, te T. 
Recuerde que siempre que se habla de pareja o n-pla ordenada,se habla de un conjunto. 


F=Y 


E=X 


Figura 3-13 


Nota. La relación (X x Y) x Z=X x (Y x Z) es falsa, porque los elementos del primer 
miembro son ((x, y), z) con x€ X, y e Y, z€ Z y los del segundo miembro (x, (y, z)), sencilla- 
mente porque la regla de igualdad de dos parejas no permite escribir ((x, p),.2)= (x, (p, 2)). 


En la práctica es conveniente no hacer distinción entre dichas parejas. Por tanto, se con- 
sideran los conjuntos (Y x Y) x Z. X x (Y x Z) como idénticos. (Esta convención, hablan- 
do formalmente es contradictoria, como sucederá con otras convenciones.) Se acepta esto 
porque las contradicciones a que dan lugar no son de mucha importancia y porque en una 
primera etapa no es conveniente que el lector entre en detalles más finos. 

Si X es un conjunto se escribe: X?= X x X, X= Xx Xx X, eto. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Si A y 2 son conjuntos, demuestre las siguientes relaciones: 
a) AxB=p=2(A=GH 0 B= Q). 
b) (CFH$ y AXC=BXC) > A=B 
c) AX(BUC)=(4 x BJU(A x C) 
d) Ax (B-C)=(4 x B)- (4 x C) 


2. Si SCT, explique por qué Sx TCTxT 
SxSCSxT. 


3. Sea E=(f1,2,3,..., 12] 4A=(2. 4, 6, ..., 12), B= (4, 5, 6, 7, 8). 
Dé los elementos de A x B; fezgA x Bi Ax DB; Ord x BB. 


4. Sea E=([1,2,3, 4, 5); A=(1, 2,3); B= (3, 4). 
Compare F= lgsgA x B; G= ga x lpB; 1 = Box Mp4; J= A x (8. 


5. Explique las siguientes relaciones con la ayuda de ejemplos bien escogidos: 
a) (ENE)x(P,NF)=(E, x FINE x Fa). 
b) (EU Es) x (FL UFYD(E, x FDU(E, x Fa). 


Correspondencias entre dos conjuntos 


Definición. Dados dos conjuntos, E y F, si a un elemento x de £ una operación PF le asocia 
un subconjunto T (y) de F, se dice que T' define una correspondencia entre el conjunto £ y el 
conjunto F. Es decir, 

T:xeE=>I)Ee0(F) 


El elemento x es el argumento (o variable) y P(x) es la imagen de x por la correspondencia P. 
E es el conjunto de partida y F el de llegada. El conjunto £* = (x :x€ E y Tx) + f) 
es el conjunto de definición. El conjunto F* = [y : y e T(x) y x € E*) es el conjunto de valores. 
También 
P= (TO :xeER 


Ejemplo 3-3. Sea E = fa, b,c, d) y F = (1,2, 3) dos conjuntos. Una correspondencia f está 
definida por: 
a—= fla) = 2 
Fib>f)= (2,3) 
c> fic) = (2, 3) 
En este caso. el conjunto de partida es: E = (a, b, c, d), 
el conjunto de definición: E* = (a, b, c), 
el conjunto de llegada: F = (1, 2, 3), 
el conjunto de valores: F* = (2, 3). 


Diagrama de una correspondencia 


Se puede representar la correspondencia l' por medio de un diagrama como lo indica la Fi- 
gura 3-14. La Figura 3-15 representa el diagrama de la correspondencia del Ejemplo 3-3. 


Definición. Se llama grafo de una correspondencia el conjunto de parejas (x, y) tales que 


xeE* y yeT(x). 
G =((x, y): xe E*, ye F*, yeT(x) 


El grafo de la correspondencia del ejempío anterior es: G = ((a, 2), (b, 2), (b, 3), (c, 2), (c. 3)). 
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F 


Figura 3-14 Figura 3-15 


En forma más exacta que la anterior podemos definir una correspondencia entre los con- 
juntos £ y F, como una terna (E, F, G), siendo E el conjunto de partida, F el conjunto de lle- 
gada y G el grafo de la correspondencia. 

Anteriormente una correspondencia de este tipo se llamaba función multiforme no del 
todo definida, 


Definición. Una correspondencia (E, F, G) se dice es funcional en y si cualquiera que sea el 
x de E le corresponde un elemento, y solo uno, y por la correspondencia. En otras palabras, 
el conjunto de definición es igual al conjunto de partida y todas las secciones según x contienen 
un elemento único. El estudio de este tipo de correspondencias es muy importante. Antes se 
llamaba función uniforme. 

El Ejemplo 3-3 no es una correspondencia funcional. 


Imagen de un subconjunto 
Sea Y un subconjunto de E: x €e£. 
Se designa por T'(x) el subconjunto de F, formado por las imágenes T'(x) de los eiemen- 
tos x que pertenecen a YX. 
TO = (Tí): xeX) = (y: x€X, yeF, (x, y)€ G) 


Se dice que XX) es la imagen del subconjunto X por la correspondencia T. 


priC) =P!) E* 


Figura 3-16 Figura 3-17 
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Correspondencia recíproca 
A un elemento y del conjunto F se le puede hacer corresponder la primera proyección de la 
sección del grafo G de T según el elemento y. Se define así una correspondencia entre el con- 
junto F y el -conjunto E: es la correspondencia recíproca de la correspondencia IT. Se repre- 
senta por TP”! 
P1; ye F> 17 *(p) = pr, C(p) 

El conjunto de partida es F y el de llegada E. 

El conjunto de definición es F* y el conjunto de valores £*. El grafo G”* de IT”! se ob- 
tiene a partir de G, permutando los papeles de E y F. (Vea Fig. 3-17.) 


Ejemplo 3-4. La correspondencia recíproca de la correspondencia f del ejemplo anterior es: 


22 010)= 
a ESO da 


El grafo de f”* es: G7* = ((2, a), (2, b), (2, €), (3, b), (3, c)). 


ía, b, cj 
ib, cj 


Compuesta de dos correspondencias 


Sea f una correspondencia entre los conjuntos A y B, y g una correspondencia entre los con- 
juntos B y C. Es decir, 


f:xe A>f(x) CB 
8: Ax) CB=eglfix)) CC 


Así, al elemento x de A se le asocia una parte g(/(x)) de C. Esto define una correspondencia 
h entre el conjunto A y el conjunto C: 


h:xe A=>h(x) = gf(x) EC 


Figura 3-18 


La correspondencia h se llama la compuesta de las correspondencias f y g. (Vea Fig. 3-18.) 
Se escribe h=g of. 


Ejemplo 3-5. Sif:x>u= sen x 
g:u>y= (Qu-— 1)/(u + 1) 


Entonces h=gof:x>y= (2 sen x — 1)/(sen x + 1). 
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Ejemplo 3-6. El diagrama de la izquierda representa dos correspondencias y el de la derecha 
la compuesta de las dos correspondencias.” 


a, E b E a a e 

d3 es e 
==> 

As b, be As Ca 

ds ce e h=g0f 


Ejemplo 3-7. Para la siguiente correspondencia PT = (4, B, G) se tiene que: 


T<(1, 2,3)> = (b,, ba, b4); I<(6)> = [b,, ba, ba); A r B 

T<(4, 5)) = (04) : 

2 br 
T7! se obtiene cambiando el sentido a todas las flechas, así: A 

b, 

T-"=(G71,B,4) 4 e 

Por ejemplo, T7<(Dj, bz, Dys:b4)) =T"'<(bj, by, ba) = de 
IA 6 

7, ba 


T”'<(b3, ba)) = (2, a 
TK(b2)> =0,e 


Observe que la correspondencia T' no es funcional porque, por ejemplo, de 2 salen dos 
flechas, y para que sea funcional, según la definición, puede salir de cada elemento de A a lo 
más una flecha, 


RELACIONES BINARIAS 


Definición. Sean E y F dos conjuntos. Toda proposición que sea verdadera para algunas 
parejas (x, y) de E x F se llama una relación binaria de E a F. 

En otras palabras: una relación binaria es un subconjunto de E x F. Si la proposición 
es verdadera para la pareja (x, y), se escribe xG yy se lee «x está en relación Rcon y» O «x, r, y». 


Definición. El conjunto de las parejas (x, y), tales que xGR y, es un subconjunto de E x F, 
y se llama grafo de la relación, y se simboliza por Gy. 

Recíprocamente, sean E y F dos conjuntos dados y G su grafo (subconjunto de E x F). 
El grafo G determina la relación AR de E a F, definida por xR y si, y solamente si, (x, y) perte- 
nece a G. 


xRy > (x, y) € Ga 


Así el concepto de grafo es equivalente al concepto lógico de relación binaria. El conjunto £ 
se llama conjunto de partida y F conjunto de llegada. Si la relación (R se verifica para toda pa- 
reja (x, y), es decir, Ggy = E x F, la relación se llama trivial. 

Por ejemplo, el grafo de la relación «es el padre de .. .» se muestra en la Figura 3-19. 


Ejemplo 3-8. E=F=R y la relación «x < y», para todo par de reales. El conjunto 
[(x, y):x < y») es un subconjunto -bien definido de R x R. 
El conjunto de partida y llegada es R. (Vea Fig. 3-20.) 
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E= conjunto de personas 
Figura 3-19 Figura 3-20 

Hablando estrictamente, «<» no es la relación, sino que ella determina la relación como 

el conjunto solución de la frase «x < y». Sin embargo, se habla de «<» como si fuera la re- 


lación y se escribe 2 < 3 en vez de (2, 3)e [(x, y): x < y). 


Nota 1. Una relación se expresa en el lenguaje común, remplazando el símbolo A por un verbo 
o expresión verbal. Por ejemplo, x es menor que y. 


Nota 2. Las relaciones binarias de mayor uso en las matemáticas son: 


= igual a < menor o igual que 
+ diferente de / divide a 

<= equivale a // es paralelo a 

€ pertenece a L es perpendicular a 


C está contenido en 


Ejemplo 3-9. SeaE = (3,5,7) yF = (1,3,11, 17). ¿Cuál es el grafo de la relación x + y < 15, 
con xe£ y ye F? 


Solución. G= ((3, 1), G, 3), (3. 1D), (S, D, (3, 3), (7, 1), (7, 3). 


El grafo de la relación anterior se ilustra en las Figuras 3-21 y 3-22. 


3 5 Y 
Figura 3-21 Figura 3-22 
Nota. $ CE x F, en este caso se habla de la relación vacía, es decir, la relación que no re- 
laciona ningún par de elementos. 


Si £ tiene m elementos y F n elementos, entonces E x F tiene m-n elementos. 
De esto se sigue que (E x F) tiene 2”'” elementos y cada uno de estos elementos es una 
relación de E x F. 


RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 83 


Definición. Se llama dominio de ( su conjunto de definición, o sea el conjunto de las prime- 
ras coordenadas de (. Es la primera proyección de su grafo. 


Da=(x:xeE A (x, y)e RR para algún ye F) 
Ejemplo 3-10. SiR = ((a, 1), (b, 1)) es una relación dada, entonces Dy = (a, b) = E. 


Sin embargo, no es necesario que Dx, sea todo E. 
Se llama conjunto de imágenes o de valores de Ral conjunto de las segundas componentes 
y se representa por Ra. 


Ejemplo 3-11. Sean E y F dos conjuntos de alumnos de una clase. Se define una relación de 
E a F de la siguiente manera: todo alumno de E señala a todo alumno de F que sea más alto 
que él. Esto da lugar a las siguientes posibilidades: 


1. Los conjuntos E y F son disjuntos. La Figura 3-23 ilustra una relación de E a F. 


Figura 3-23 Figura 3-24 


2. EN F= d, y todo alumno de E es más pequeño que todo alumno de F. La relación 
que se obtiene en este caso es el producto cartesiano de E x F. (Vea Fig. 3-24.) 


E E ya 


Figura 3-25 Figura 3-26 


3. EN F= J, y ningún alumno de F es más alto que ningún alumno de E. En este 
caso se obtiene la relación vacia f. (Vea Fig. 3-25.) 


E=F 


Figura 3-27 Figura 3-28 
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4 ENFA4 4. El grafo de la Figura 3-26 da una relación de E a F. 

5. Si E = F, se tiene la relación de la Figura 3-27. 

Por ejemplo, en E = (—1, 0, 1, 2), considere la relación de divisibilidad: Existen algunas 
parejas (x, y) para las cuales x es divisible por y, esas parejas forman un subconjunto S de E x £. 


1 <=>(,1)eS 
2/0 <=(0,2)eS 
1/-1 <> (-1, 1)esS 
1/1 =(1, -D)es 
2X1 <=(1,2)éS 
00 <=(0,0)É S 
Al representar en un diagraraa, con una flecha de x a y, cuando x/y, se obtiene el grafo 
de la Figura 3-28. 
Observe que en todo punto distinto de 0 hay bucles. Esta relación binaria también se puede 
representar en una tabla con dos entradas. Una x representa un elemento de S. (Vea Tabla 3-1,) 


Tabla 3-1. Tabla de Ex E Tabla 3-2 


Para cada pareja (x, y)e E x E se tiene la siguiente alternativa: 
xy y (yes 
y y  (5yEÉS 
Ejemplo 3-12. Sea A, B, C, D, un cuadrado de centro O. En el conjunto de puntos E = (A, 
B, C, D, O) considere la relación: 


mGn=<=m está sobre la misma diagonal que ». 


D (Y 
DU Cc D 
Ñ 
A B A B 
Figura 3-29 Figura 3-30 
La Figura 3-30 es el grafo de la relación. 


En la tabla de E x E marque con un punto los elementos de S = ((m, n) : m está sobre 


la misma diagonal que 1). 
Observe que en la tabla £ x E los puntos están distribuidos simétricamente con respec- 


to a la diagonal principal. 
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RELACIONES ESPECIALES 


Las relaciones se pueden clasificar, según las propiedades que poseen, de la siguiente manera: 


Relación recíproca 


Definición. La relación recíproca de la relación R de Ea Fes la relación binaria de Fa £. sim- 
bolizada por (R”*, y se define como 


yO Lx xy 


Ejemplo 3-13. En N*, si G es la relación «menor que», (R 7! es la relación «mayor que». La 
Figura 3-31 muestra el grafo de una relación R y la Figura 3-32 el grafo de la relación R”?. 


E A F | e F 


Figura 3-31 Figura 3-32 


Secciones de un grafo 


El corte directo O sección del grafo G,, según el elemento x, de E, es el conjunto de las parejas 
(Xo, y) tales que xy(Ry y se representa por R(x,). Entonces, 


Ríxo) = [(Xo, y) : (Yo, 1) € Gy) 


El corteo sección recíproca, según el elemento yy e F.es el conjunto simbolizado por” (yo) 
y se define como 


Ro) = [(x, Yo) : (x. Yo) € Ga) 


$ o 
Figura 3-33 Figura 3-34 


Ejemplo 3-14. En N*, si GR es la relación «múltiplo de», entonces 


R(0) = [(20, 1), (20, 2), (20, 4), (20, 5), (20, 10), (20, 20); 
M7 1(4) = [(4, 20), 


86 RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 


igualdad de dos relaciones 
La igualdad de dos relaciones binarias R y $ de E a F se define por medio de la igualdad de 


sus grafos. . 


A=$>6G,= 6; 


En caso de que las relaciones no estén dadas por sus grafos, la igualdad se define por 
R=8>Vxe E, R(x) = Síx) 
Definición. Se dice que la relación binaria R es más fina que la relación S si 


Ga C Gs  €s decir,  xRy=>xSy 


COMPOSICION DE RELACIONES 


Sea E el conjunto de los hijos de F y F el conjunto de los hijos de G. GR es la relación «hijo 
de...» de £ a F; $ es la relación «hijo de...» de Fa G. 

Se puede formar una nueva relación de Ea G que se ilustra en la Figura 3-35 y la relación 
resultante es «nieto de...». 


Figura 3-35 


Definición. Sea G una relación binaria definida de un conjunto E a un conjunto F, y S la re- 
lación definida de Fa G. La compuesta deR y Ses la relación binaria F de E a G, definida por 


xFy <= x€ E, ye G, d2€ F:xGtz, y, 28y 
Es decir, existe un z en F ta] que 
3% (x,z2)ER a (2, y)e 5 
Larrelación $ se escribe F = So y se lee «$ compuesta R». Si $ =(R, se escribe R?. 


Nota. Observe que el orden en que se componen las relaciones es inverso del orden en que 
se dan. 
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RELACIONES BINARIAS EN UN CONJUNTO 


En esta parte se van a estudiar relaciones bien definidas en un conjunto E, es decir, los grafos 
de ExE. 
Relaciones reflexivas 


Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto, es reflexiva si cualquiera que sea 
el elemento x del conjunto, la pareja (x, x) verifica la relación. 
Entonces en E: Res reflexiva > Vxe E, xRx. 


Ejemplo 3-15. Sea E=N y G la relación «tiene por cuadrado a... .».. 

No es reflexiva porque las únicas parejas de la forma (x, x) son (0, 0) y (1, 1). 
Ejemplo 3-16, Sea E=N y G la relación «x= y», x, yEN. 

Las parejas (0, 0), (1, 1), (2, 2), .. ., pertenecen al grafo de 6r. Entonces para todo x e N, 
xi y.Es decir, R es reflexiva. 


El grafo de RR contiene el conjunto de las parejas (x, x), que es la diagonal de E?. 
Entonces (Gt es. reflexiva => (diagonal de E?) C Gy. 


Relación reflexiva Relación no reflexiva 
E E 
G 
E E 
AAA PA! 
Figura 3-36 Figura 3-37 


Si se considera el conjunto de las partes de un conjunto E, P(E), la inclusión y la igualdad 
son reflexivas. 

En términos del grafo, una relación es reflexiva si, y solo si, su grafo contiene en cada 
punto un bucle. 


Relaciones simétricas 


Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto E, es simétrica si cualquiera que 
sea la pareja (x, y) que verifica la relación, entonces la pareja (y, x) también la verifica. 


Ejemplo 3-17. En N la relación «x = y» es simétrica porque «y = x». 


Ejemplo 3-18. En N la relación «tiene por cuadrado a...» no es simétrica, porque la pare- 
ja (3, 9) la verifica, pero (9, 3) no. 


Si GR es la relación considerada y (x, y) una pareja cualquiera 
G es simétrica => (1Ry=>/yRx), Vx, Vy 


En general, si la pareja (x, y) pertenece al grafo de la relación, la pareja transpuesta (y, x) 
también pertenece al grafo. 
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Si Gp es el grafo de la relación A 
Gr es simétrica > [(x, y) € Ga => (», x) € Gn] 


Si se considera el conjunto (P(£), la igualdad es simétrica, pero la inclusión no. 
Observe que si (Res simétrica, R y A 7* son iguales. En términos del grafo esto quiere de- 
cir que siempre que hay una flecha de a a b, hay otra de ba a. 


Relaciones transitivas 


Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto, es transitiva si, cualesquiera que 
sean las parejas (x, y») y (y, z) que verifican la relación, entonces la pareja (x, z) también la ve- 
rifica. 


Ejemplo 3-19. La relación «C» entre conjuntos es transitiva porque si 4 C By BC C, enton- 
ces ACC. 


Ejemplo 3-20. La relación (=) en C(E) es transitiva. 
Ejemplo 3-21. En N la relación < es transitiva porque sia<byb<c=>ax<c. 


Nota. La siguiente precaución es útil. En la definición anterior nos referimos a las parejas 
(x, y) y O, z) tomo las parejas de prueba y llamamos a (x, z) la pareja resultante. Entonces, 
para mostrar que una relación (R es transitiva, primero se deben exaiminar todas las posibles 
parejas de prueba que pertenecen a (R y verificar si la pareja resultante pertenece o no a R. 


No es suficiente hallar que para algunas parejas de prueba la resultante está en (RR, pues toda 
posible elección de parejas de prueba se debe examinar. Por otra parte, una vez que se halle un 
caso en que las parejas de prueba no den una pareja resultante en (R, esto muestra que: no 
es transitiva. 


Ejemplo 3-22. Si R= (1, 2), (2, 1), (1, 1), (1, 3), (4, 4), 
R no es transitiva porque (2, 1)e R y (1, 3)€, pero (2,3)É£R 


También se debe tener en cuenta, al verificar la transitividad de Gr, el estudiar parejas de 
la forma, (x, y) y (y, z); es decir, deben coincidir la segunda coordenada de la primera pareja 
de prueba y la primera coordenada de la segunda pareja de prueba. É 

Por ejemplo, si se escoge (1, 3) como la pareja (x, y) en la relación anterior, vemos que no 
existe pareja (y, x) en G que tenga su primera componente igual a 3. En el caso de que se escoja 
la pareja (4, 4) como (x, y), pareja de prueba en la relación (R, entonces la única elección que 


Figura 3-38 
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queda para la pareja (y, 2) es (4, 4). La pareja resultante es (4, 4) e A. Tales parejas verifican 
la transitividad automáticamente. 

La relación idéntica / es transitiva, porque las únicas parejas de prueba son de la forma (x, x). 
En el grafo de una relación transitiva, esta propiedad se ilustra mostrando que si una fle- 
cha va de x a y y otra de y a z, entonces existe una flecha de x a z. (Vea Fig. 3-38.) 
Relaciones antisimétricas 
Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto, es antisimétrica si toda pareja (x, y) 
y su transpuesta (y, x) verifican simultáneamente la relación; entonces x es igual a y. 
Luego GR es antisimétrica > [(xRyA yRx)=> x = y], Vx, Vy. 
Ejemplo 3-23. En WN la relación «divide a. . .» es antisimétrica, porque si x/y A y/x=>x= y. 


Ejemplo 3-24. En O(E) la igualdad y la inclusión son antisimétricas. 


Nota. La igualdad es una relación simétrica y antisimétrica. ¿Cómo se interpreta en un grafo? 


Relaciones de equivalencia 


Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto E + dh, es una relación de equiva- 
lencia, si es reflexiva, simétrica y transitiva. 

Si Res una relación de equivalencia, para traducir que una pareja (x, y) verifica la rela- 
ción (R se remplaza la notación general xGR y por 


x= y (mod (R); que se lec «x es equivalente a y módulo R» 


Entonces si x, y y z son elementos cualesquiera de un conjunto E, y si R es una relación de 
equivalencia en E, 


Vxe E, x=x (mod R) 
x= y (mod (R) > y = x (mod AR) 
x= y (mod R) A y == (mod A) >x = z (mod (R) 


Ejemplo 3-25. Si E es el conjunto de los alumnos de un liceo, formado por clases de alumnos 
dos a dos disjuntas y la unión de todas las clases es el conjunto de los alumnos del liceo. Cada 
clase tiene alumnos, esto es, no es vacía. 

En este conjunto, la relación binaria «está en la misma clase que» es reflexiva, simétrica 
y transitiva. Por tanto, es una relación” de equivalencia. 


Ejemplo 3-26. SeaZ=([...,-3,-2,-1,0,1,2,... . Considere en Z la relación binaria 
«la diferencia de dos enteros es un múltiplo de 3». (Relación llamada congruencia.) 

1. La relación es reflexiva porque Va, a— a = 0. 

2. La relación es simétrica porque si a — b es múltiplo de 3, (b — a) es múltiplo de 3. 

3. La relación es transitiva porque si a — b es múltiplo de 3 y b — c es múltiplo de 3, 
entonces a — c es múltiplo de 3. 

En este caso las clases son: 


fo... 9, =6, —3,0,3,6,...) 
8 =5,-2 1,4... , 
feroz 4 IRSA ) 


“o 


i 
=2 


Estos subconjuntos se llaman clases de equivalencia, que están formadas por los elementos 
equivalentes entre sí. Se obtuvo una partición de Z en tres clases. 
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Ejemplo 3-27. La igualdad es una relación de equivalencia. 


Ejemplo 3-28. La relación de paralelismo (//) es una relación de equivalencia en el conjunto 
de las rectas del plano. 


Clases de equivalencia 
Sea (Ri una relación de equivalencia definida en un conjunto E + $ y ae E. 


Definición. La clase de a, módulo (0, es el conjunto de los elementos x e E, equivalentes a a, 
módulo (RR. Se escribe Cl(a) o á. 


Cl(a) =4= [x:aBix) 
La clase de aes la segunda proyección de la sección del grafo Ga por el elemento a. 


Teorema. Si a' pertenece a la clase de a, entonces la clase de a' y la de a son idénticas. 


En efecto, sea a'e á, si xed' —(aRa' AQRxX) >a (Rx. 
Entonces, Vxe d'; xe a', de donde 4' Cá. 
De la misma manera se muestra que 4Cda' . á=4. 


Nota. Este teorema muestra que una clase de equivalencia queda determinada por uno cual- 
quiera de sus elementos, llamado representante de la clase. 


Teorema. Las clases de equivalencia con respecto a una relación de equivalencia en un con- 
junto producen una partición de ese conjunto. 


Recuerde: Una partición de un conjunto £ es una familia de subconjuntos no vacía, dos a dos 
disjuntos, y tal que la unión de esos subconjuntos es igual a £. 


Demostración. 1. Las clases de equivalencia son subconjuntos no vacios de E. En efecto, 
cualquiera que sea la clase a, Cl(a), contiene el elemento a (aGia por la reflexiva). 

2. La unión de todas las clases es el conjunto £, puesto que todo elemento x de E per- 
tenece a una clase (x € Cl(x)). 

3. Dos clases distintas son disjuntas. En efecto, si dos clases á y 5 tienen una intersec- 
ción +ó, existe xedá()b; entonces, por el teorema anterior, 4= Xx = bh 


Figura 3-39 
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Reciprocamente a toda partición de un conjunto E, le corresponde una relación (1, de- 
finida en E por xRiy si x y y pertenecen al mismo subconjunto. 

La transitiva proviene del hecho de que los subconjuntos son disjuntos. 
Ejemplo 3-29. Considere los grafos de la Figura 3-39 que definen una relación de equivalencia. 

El corte del grafo según el elemento 2 es G(2) = (2, 3, 7, 9), lo cual significa que 2 = 2, 
2-3,2-=7,2 - 9. Como la relación es simétrica, entonces 3 = 2,7 = 2, 9 = 2, y, final- 
mente, como es transitiva, se tiene que 3=3,3-7,3=9,7-3,7-7,7-=9,9-=3, 
9-7,9-=9. Esto nos dice que 

G(2) = G(3) = G(7) = G(9) = (2, 3, 7, 9) 
Este subconjunto está formado por elementos equivalentes. De igual manera se halla que 
G(1) = G(6) = ([1, 6); G(4) = (4); G(5) = G(8) = G(10) = (5, 8, 10) 


Los cuatro subconjuntos (2, 3, 7, 9), (1, 6), (4), (5, 8, 10) forman una partición de A. 


(Vea Fig. 3-40.) 
2 
10 DS 
8 


3 
7 
9 
s ge" 
48 6 


10 


Figura 3-40 
Conjunto cociente 
Definición. El conjunto de las clases de equivalencia de E, módulo (%, se llama conjunto co- 
ciente de E por R y se escribe E/G. 
Las clases de equivalencia son, por una parte, subconjuntos de E, y por otra, elementos 
del conjunto E/R. 
Ejemplo 3-30. Las clases de equivalencia de Z/(3), donde (3) es «múltiplo de 3», son Ú, 1, 2, 


Ejemplo 3-31. Si la relación es (//), las clases de equivalencia son las direcciones de las rectas. 


Ejemplo 3-32. Las clases de equivalencia de la relación (=), definida en el conjunto E de las 
fracciones por a/b = a'/b' <> ab' = a'b, son los números racionales, y el conjunto cociente 


es el conjunto Q de los números racionales. Por abuso de lenguaje se escribe z = ? en vez de 
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La siguiente definición matemática define el concepto usual que se tiene de «precede a». 


Relaciones de orden 


Definición. Una relación binaria, definida en un conjunto E, es una relación de orden si es 
reflexiva, transitiva y antisimétrica. 


Se representa por «<» y se lee «precedente a» O «antes de». Para traducir que la pareja 
(x, y) verifica la relación de orden <, se escribe x < y, que se lee «x está antes que y» o «x pre- 
cede a y». La relación recíproca se lee «y sigue a x». Entonces, si x, y, € E, y si < es 
una relación de orden definida en E, 


Vxe E, x<ox Reflexiva 
A<I)AyI<Xx)=>x=y antisimétrica 
(<yPAy<z)j>x<z Transitiva 


Un conjunto dotado de una relación de orden se llama un conjunto ordenado. 
Ejemplo 3-33. En N, la relación < es un orden. 


Ejemplo 3-34. En O(E), la relación de inclusión es una relación de orden. 
Dos elementos x y y de un conjunto E, dotado de una relación de orden (<), son com- 


parables si una de las relaciones x < y o y <x es verdadera. 


Cuando todos los elementos de £ se pueden comparar dos a dos, el orden se llama total; 
en caso contrario, parcial. 

En el primer caso se dice que el conjunto £ es totalmente ordenado y en el segundo que 
es ordenado. Cuando E es totalmente ordenado, se dice que E es una cadena para la relación 
de orden. 


Ejemplo 3-35. En N, la relación «divide a» es una relación de orden. 


Ejemplo 3-36. La inclusión es un orden parcial en C(E). 


Ejemplo 3-37. La relación < es un orden total en N. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Producto cartesiano. Relaciones 


2, 4) y C = (3, 4, 5). Halle 4 x B x C. 


). Halle 
L Ax (BUO). 3. AX(BNO) 
2. (Ax BU(Ax C). 4. (Ax BIN(A x C). 


a) Un método adecuado de hallar A x B x C es emplear un árbol como se muestra 
en la Figura 3-41. . 
El producto A x B x C está formado por las ternas ordenadas que están a la derecha del árbol. 


b) L Como BUC= (2, 3, 4), entonces 


Ax (BUC)= [(a, 2), (a, 3), (a, 4), (b, 2), (b, 3), (b, 4) 
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Figura 3-41 


2. Como A x B= ((a, 2), (a, 3), (b, 2), (b, 3) 
Ax C= (a, 3), (a, 4), (b, 3), (6, Y) 


Entonces, 
(4 x BU(A x C) = [(a, 2), (a, 3), (b, 2), (b, 3), (a, 4), (b, 4)) 


3. Como B(YC = (3), entonces A x (B/N) C)= ((a, 3), (b, 3)). 
4. Según 2, la intersección es 


(4 x BIN (A x C) = ((a, 3), (b, 3) 


a) SI¡ACByCCD, entonces (4 x C)C (B x D). 
b) Demuestre que A x (BN) C)= (4 x BIN (A x C). 


Esslució = a) Sea (x, y) un elemento de A x C; entonces xe Á y y € C, por hipótesis A es un sub- 
conjunto de B y C es un subconjunto de D; entonces la pareja ordenada (x, y) e B x D. De donde se con- 
cluye que Ax CCB xD. 

b) Se va a mostrar que A x (B(”) C) es un subconjunto de (4 x 5) (4 x C). Sea (x, y) un ele- 
mento de A x (B/ C); entonces xe A y ye BN C. Por definición de intersección, y pertenece a B y a 
C, como x€ A y y € B, entonces (x, y)e A x B. Como x e A y y € C, entonces (x, y)e A x C. De esto se 
concluye que (x, y)e (4 x B)M (4 x C). Por tanto, 4 x (BN C)C (4 x BIN (4 x C). 

. Ahora se quiere mostrar que (A x B)N (4 x C) CA x (BN C). Sea (z, 10) un elemento de (A x B) 
NM (A x C); entonces (2, 1) e A x B y (2, w)e A x C. De esto se sigue que ze A yweB;zeAyweC. 
Como 1 pertenece a B y a C, entonces we B (| C. Se tiene que ze A y we B (1 C; entonces (z, w)e A x 
(BM C). Por tanto, (4 x CIN (A x C)CA x (BN C). 
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Sean S, T dos conjuntos. Pruebe que S x T = T x S si, y solamente si, 
S=T o uno de los dos conjuntos es vacío. 


28 = T implica que Sx T=T*=Tx8S; y S= q o T= 4 implica, por definición 


de roda: cartesiano de cualquier conjunto y el conjunto vacío, que S x T =$ = T x S. Por tanto, 
SxT=TxS, cuando S=TO0S= po T = ¿. Recíprocamente, suponga que S x T= Tx S. Tam- 
bién debemos suponer que S + $ y T +4 q. Sea te T y se S (tales elementos existen porque se supone que 
los dos conjuntos son diferentes del conjunto vacío). Entonces (s, t)eS x T y como SxT=TxS, 
(5, 1) 7 x $. Entonces, de la definición de T x $ se sigue que 1€ S y se 7. Por tanto, TECSySCT, 
osea, T=5. 


y Sean F y S las correspondencias de R en R definidas por: F=( (x,y) 
eRXR: x?+ 2y=5), S=[(x,y) € RXR: 2y —2= 3). Calcular SoF yFoS. 

peon > 

Dela definición de F resulta que y =F (x) >y -d - De la definición de S resulta 
que (y) >2 =2y 3. 

SoF(x)=S[F(x)]= 2 E )-3=5-a?-3=2—x?. LuegoSoF= ((x,2JeRXR: 2 =2-x?) 
Analogamente de S= ((x,y): 2x—y=3) y F= ((y,3): y? + 22 = bjse obtiene: 


Pos= tae sacar) 


2 


Sean S, T y U tres conjuntos. Pruebe que (S x T) x U=S x (T x U) 
por lo menos uno de los tres conjuntos es vacío. 


si, y solamente si, 


* Si uno de los tres conjuntos es vacío, entonces (S x T) x U=4= 5 x (T x U). Recí- 
procamente, suponga que (S x T)x U=Sx (Tx U). Si S 4 Q, T+ Q y UH f, hay por lo menos 
un elemento (x, y) en (S x T) x U,x€S x Ty y € U. Pero (x, y) también debe ser un elemento de $ x (Tx U). 
Entonces x e 5. Esto es una contradicción, porque x no puede ser un elemento de S y de S x 7. Por tanto, 
la hipótesis de que S 4 $, T + b y UF d es falsa, y, por consiguiente, S, T o U es vacío. 


ca 
12 367 Sea A = [0, 1,2), forme el conjunto de partes C(4). Halle la relación 
que determina en 6 (4) la inclusión. 


PU) = fo, (0). 11), (2), (0, 1), (0, 2), (2, 1), 4). 

R= 1(6, 9), (6, (0)), . .... (6, 4), (0%, pea (£0), (0, 13), (10). (0, 2), (0), 4), (1), (1)) (11), (0, 19), 
(0, (1,2), (0, 4, (2), a (2), (0,2)), (12), (1,2), ((2), 4), ((0, 1), (0, 1), ((0, 1), 4), (10, 2), (0, 2)), 
(10, 2), 4), (£L, 2), 11, 2)), (11, 2), 4), (4, 4)). 


code a) Sea E= fa,b,c,dj) yA la relación definida según el diagrama de la 

Figura 3-42. Halle el grafo de la relación AR y dibújelo en un sistema de coordenadas. 
b) Sea E = fa, e, i, o, u). Supongamos que es la relación que a cada letra de E le hace 
corresponder la letra siguiente según el orden alfabético. Halle el grafo (G de la relación. 


a) Según el diagrama, Ría) = b,R(b) = c,Ríc) = b yGíd) = a. Entonces 


G = [(a, b), (b,c), (c, b), (d, a)) 
Dibuje las parejas de G en el diagrama E x E como se muestra en la Figura 3-42. 
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E 


Figura 3-42 


b) Ría) = b,Rle) = S,R() = Alo) = p yR(u) = v. Entonces 
G = [(a, b), (e, f), (i,5), lo, p), (u, 0) 


Í Sea 6 la relación < de E= (1,2, 3, 4) a F = (1, 3, 5), es decir, de- 
finida por «x es menor que y». (Vea Fig. 3-43.) 


a) Escriba a (Rf como un conjunto de parejas ordenadas. 
b) Dibuje a G en el producto cartesiano E x F. 
c) Halle la relación recíproca R”*. 


a) R está formada por las parejas ordenadas (x, y) e E x F, para las cuales x < y; en- 


R= ((1,3), (1,5) 0,3), (2,5), (3, 5), (4, 5) 


b) GR está dibujada en el producto cartesiano E x F como lo muestra la Figura 3-43. 
e) La recíproca de ( está formada por las parejas que definen a (f con el orden transpuesto; entonces 


GR” = (6,1), (5, 1), (3,2), (5,2), (5, 3), (5, 4)) 


1 2 3 4 


Figura 3-43 Figura 3-44 
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- Sea E = (a, b, c, d) y R una relación en E formada por las parejas que 
se muestran en el producto cartesiano E x Een la Figura 3-44. 
a) Halle todos los elementos en E que estén relacionados con b, es decir, (x : (x,b) e Aj. 


b) Halle todos los elementos de E que estén relacionados con d en el conjunto de partida. 
c) Halle la relación recíproca R”*. 


a) La recta horizontal que pasa por h y que contiene todos los puntos de (R en los cua- 
les b.es la segunda .componente son: (a, b), (b, b),y (d, b). Entonces el conjunto pedido es: fa, b, d;. 


b) La recta oblicua que pasa por d que contiene todos los puntos de GR en los cuales d es el primer 
elemento son: (d, a) y (d, b). Entonces (a, bj es el conjunto pedido. 


e) Como Res: R = ((a, b), (b, a), (b, B), (b, d). (b, c), (c, c), (d, a), (d, b)). Entonces R”* se obtiene 
transponiendo las parejas de 


GR! = ((b, a), (a, b), (b, b), (d, b), (e, b), (c, c), (a, d), (b, a), 


Haga un dibujo en R x R de las siguientes relaciones: 


dy)<sx* by<3—x c) y>senx 


R y=% 


M 


sE 


Figura 3-45 


Si R es la relación A = ((1, 5), (4, 5), (L, 4), (4, 6), (3, 7), (7, 6): 
a) Halle: 1, el dominio de RR, 2, el conjunto de valores de KR. 


b) Sea = [(x, y/xeR, yeR, 4x? + 9y? = 36). Construya un dibujo de fi en el pro- 
ducto cartesiano R x R y halle: 1, el dominio de (1; 2, el conjunto de valores de R; 3,R”!. 


Figura 3-46 


a) 1. El dominio de A está constituido por el conjunto de los primeros elementos que 
forman las parejas de (7, es decir, el conjunto (1, 4, 3, 7). 
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2. El conjunto de valores de Restá constituido por los segundos elementos de las parejas que forman 
a, es decir, por el conjunto (5, 4, 6, 7). 
b) El dominio de Res el intervalo [—3, 3], puesto que cada recta vertical que pasa por cada uno de 
estos números, y solamente estos números, contiene por lo menos un punto de GR. 
El conjunto de valores de Res el intervalo [—2, 2], puesto que la recta horizontal que pasa por cada 
uno de estos elementos, y solamente estos elementos, contiene por lo menos un punto de GR. 
RT! es: RT! = [(p,xY)xeR, yER, 93? + 4)? = 36). 


ú a) ¿Que relación, si la hay, existe entre el conjunto de valores de una 
delas n R y el dominio y el conjunto de valores de A7'? 
b) Sea R la relación: R= ((x, y/xeN, yeN, 2x + y = 10). 
Halle: 1, el dominio de AR; 2, el conjunto de valores de GR; 3, A7!. 


Solución a) Como GR”! está formada por las mismas parejas de (1, excepto el orden, cada primer 
elemento en (es segundo elemento en (R7*, y viceversa; entonces el dominio de Res el conjunto de valo- 
res de (R7! y el conjunto de valores de Res el dominio de (A7", 

b) El conjunto solución de 2x + y = 10 es: GR = (Í1, 8), (2, 6), (3, 4), (4, 2), ..... ) a pesar de que hay 
un número infinito de elementos en N. 

1. El dominio de (R está formado por los primeros elementos de (R, es decir, (1, 2,3,4,...). 

2. El conjunto de valores de Restá formado por los segundos elementos de, es decir, (8, 6, 4, 

3. Al = ((x,y)/xeN, yeN, x + 2y = 10). Entonces (R7* = ((8, 1), (6, 2), (4, 3), (2, 4)... 


Relaciones reflexivas 


a) ¿Cuándo una relación R en un conjunto £ no es reflexiva? 
b) Sea E=(1,2,3,4) y 8 = [(1, 1), (1. 3), Q, 2), (3, 1), (4, 4)). ¿Es reflexiva 1? 


Solución a) R no es reflexiva si hay por lo menos un elemento x € E, tal que (x, x)é 6. 


b) BR no es reflexiva porque 3€£ y (3,3)2R. 


Problema 3-14 a) Las siguientes expresiones definen una relación en el conjunto N de 
los números naturales. Diga cuáles de ellas son reflexivas. 

1. x divide a y. 2. x+y=10 3. x y y son primos relativos. 

b) Si E= (1, 2, 3), ¿cuáles de Jas siguientes relaciones en E son reflexivas? 


6, = ((, 2), (3, 2), (2,2), (2, 3) 

GR = ((1, 2), (2, 3), (1, 3) 

GR, = [(1, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 2), (3, 3); 
R, = ((1, 2) 

0 =ExE 


¿Solución a) 1. Como todo número es divisor de sí mismo, la relación es reflexiva. 

2. Como 3 +3 +10, 3 no está relacionado consigo mismo, entonces (Rf no es reflexiva. 

3. El máximo común divisor de 5 y 5 es 5; por tanto, (5, 5) e(R. Entonces € es reflexiva. 

b) Si una relación en E es reflexiva, entonces (1, 1), (2, 2), (3, 3) deben pertenecer a la relación. Enton- 
ces las únicas relaciones que son reflexivas son (R3 y Rs- 


98 RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 


Relaciones simétricas 


ds EZ a) ¿Cuándo una relación (R en un conjunto E no es simétrica? 
b) ¿Existe un conjunto E para el cual toda relación en £ sea simétrica? 
c) Si ( es una relación en el conjunto de los números naturales N, definida por 


1, x divide a y; 2x+y=10; 


¿cuáles de dichas relaciones son simétricas? 


É a) Gino es simétrica si existen elementos a € E, b € E tales que (a, b) Eb, y (b, ae 
Observe que a + b, de otra manera (a, b)eR implica (b, a) eGR. 
b) Si E es el conjunto nulo o si £ contiene solamente un solo elemento, entonces toda relación en E 


es simétrica. 

c) 1. 2 divide a 4, pero 4 no divide a 2, (2, 4) e Ry (4,2) £R. Entonces R no es simétrica. 

2. Observe que (2,4) € (R y (4,2) Gt, es decir, 2 + 2(4) = 10, pero 4 + 2(2) 4 10. Entonces 6 no 
es simétrica. 


da) Si E= (1, 2, 3), considere las siguientes relaciones en E: 


A, = ((1, 1), (2, D, Q, 2) (3, 2), (2, 3) 
Ga =((1, 1) 
Ri= Ex E 


1 


Diga cuáles son simétricas. 
b) SiGR y R' son relaciones simétricas en un conjunto £, entonces (R ) (X' es una relación 
simétrica en E. 


a) Ry no es simétrica puesto que (2, 1)€G7,, pero (1, 2) ¿(R,.R2 es simétrica. (Ry es si- 


métrica. 


b) Como R y (R' son subconjuntos de E x E, entonces R(YKR' es faribitaa un subconjunto de E x E 
y es, por tanto, una relación en E. 

Sea (a, b)€ RN G%. Entonces (a, b) e R y (a, b) e R'. Como R y R' son simétricas, (b, a) también per- 
tenece a R y (b,a) a G', entonces (b,ajJe RN R. 

Se mostró que (a, be RM, entonces (b, a)e RNYR'; por tanto, RN (6 es simétrica. 


Relaciones antisimétricas 


a) ¿Cuándo una relación R en un conjunto £ no es antisimétrica? 
b) ¿Puede una relación GR en un conjunto E ser a la vez simétrica y antisimétrica? 
c) Sea E= (1, 2, 3). Considere las siguientes relaciones en E: 


AR: = ((1, 1), (2, 1), (2, 2), (3, 2), (2, 3)) 
(1 0) 
Rj= Ex E 


¿Cuáles de estas relaciones son antisimétricas? 
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a) R no es antisimétrica si existen elementos ae £ y be E, a 4 b tales que (a, b)eR 


y (b,aJeR. 
b) Cualquier subconjunto de la diagonal de E x E, es decir, cualquier relación R en E? para la cual 


(a, b)e R implica a = b, es simétrica y antisimétrica. 
€) R, no es antisimétrica puesto que (3, 2) e, y (2, 3) e R,.R, es antisimétrica.?, no es antisimé- 
trica puesto que si (a,b)e E x E, entonces (b,a)e E x E. 


a) SiE=(1, 2, 3), dé un ejemplo de una relación (R en E tal que 
GR no sea ni simétrica ni antisimétrica. 
b) Si GR es una relación definida en el conjunto de los números naturales N por: 
1, x es menor que y; 2, x + 2y= 10; 3, x divide a »; 


¿cuáles de dichas relaciones son antisimétricas? 


>. a) La relación ( = ((1,2), (2,1), (2,3)) no es simétrica puesto que (2, 3) e 
ODER Además, Gt no es antisimétrica puesto que (1, e y QDeR. d iaa idad: ds 

b) 1. Sia b, entonces a< bo b<a; entonces (R es antisimétrica. 

2. El conjunto solución es R = ((2, 4), (4, 3, (6, 2), (8, 1)). Note que RA|R=! = $, que es un sub- 
conjunto de la diagonal de N x N. Entonces (R es antisimétrica. 

3. Como a divide a b y b divide a a, entonces a = b, ( es antisimétrica. 


Relaciones transitivas 


a) ¿Cuándo una relación R en un conjunto E no es transitiva? 

b) Verifique si las siguientes relaciones en el conjunto de los números naturales N son 
transitivas O no. 

1. x es menor o igual a y. 

2 x+2y=5, 


a) Rno es transitiva si existen elementos a, h y c en E, no necesariamente distintos, tales 
que (en b)eR, (b,c)eR, pero (a, c)¿R. 

b) 1. Como a<b y b<c, entonces a < c; por tanto, la relación es transitiva. 

2. R no es transitiva, puesto que (3, 1)eáR, (1,2)€GR, pero (3, 2) gt, es decir, 


3421) =5, 1+2(02)=5, pero 3 +22)+ 5 


) Demuestre que si una relación (R es transitiva, entonces la relación 
recíproca (R7* también es transitiva. 

b) Si E= (1, 2, 3), ¿cuáles de las siguientes relaciones en E son transitivas? 

1. Gi, = ((1, 2), (2, 2)). 

2. A = (1,2), (2,3), (1,3), (, 1), ( 1). 

3. MOy= ExE. 


a) Si (a, b) y (b, c)eR7*, entonces (c, b) e Ry (b, a) e R. Como R es transitiva, (c, a) eR, 
entonces (a, c)eR7!, 
b) R, y G, son transitivas, pero (%, no, puesto que (2, 1)eR,, (1,2) €R,, pero (2,2) ¿(R,. 
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¡Problema 3-21 a) Si y R' son relaciones en un conjunto E, demuestre las siguien- 


tes proposiciones: 
1. Si R y R' son simétricas, entonces RU A” es simétrica. 
2. Si G es reflexiva y R' es cualquier relación, entonces RUR' es reflexiva. 
b) Demuestre que las siguientes proposiciones son falsas dando un contraejemplo. 
1. Si A y A' son antisimétricas, entonces RU %R' es antisimétrica. 
2. Si R y 6” son transitivas, entonces R | R' es transitiva. 


a) 1 Si(a,beRUGR, entonces (a, b) pertenece a A o a(A”, que son simétricas. 
Entonces (b, a) también pertenecen a R o (R”. Por tanto, (b,a)e RUR' y RUR' es simétrica. 

2. Res reflexiva si contiene la diagonal de Ex E, pero DCR y RECRUR' implica que 
DCRUR”. Entonces RUR' es reflexiva. 

b) 1. R=((1,2)) y A'= ((2,1)) son antisimétricas; pero RUR = ((1,2), (2, 1)), que no es 
antisimétrica. 

2. R= ((1,2)) y R' = ((2, 3), son transitivas; pero RUR' = ((1, 2), (2, 3)) no es traasitiva. 


UBroblema 3:22. Sea 8 = ((x, yYxeR, yeR, y > 1?) 


R'=((x, y)/xeR, yeR, y < x +2). 


1. Haga un dibujo de S$N1R'en R x R. 
2. Halle el dominio de $N/A”. 
3. Halle el conjunto de valores de SNR'. 


- Construya $ yÓ?' en R x R con rayados distintos. Entonces $ (101' está dada en la 


R 


Figura 3-47 


2. El dominio de SR es [—1, 2], puesto que una recta vertical que pase por cada punto de este 
intervalo, y solamente uno de estos puntos, contiene un punto de $ NR”. 

3. El conjunto de valores de $ (7G?' es [0, 4], puesto que una recta horizontal que pase por cada punto 
de este intervalo, y uno solo de estos puntos, contiene por lo menos un punto de $ NR”. 


a) Sea $ una relación de X a Y. Demuestre que $”* es una relación 


b) Definaa?, = ((x, y)/(x, y) e X x Xy x = y). Sea $ una relación de Y a Y. Demuestre 
que l,eS=8 y S5o1,=8 
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; E a) Como Xx X y $ son conjuntos, $7! = [(y, x)/(», x)e Y x X y (x,y)e8S) es un 
conjunto. l es una relación de Y a X puesto que es un subconjunto de Y x X. 

b) Sea (x, y) e S. Entonces y e Y y, por tanto, (y, y) € [,. Entonces (x, y) € l, » $. Por otra parte, sea 
(x, y) 1,08. (x,2)€ $ y (2, y) € l, para algún 7 € Y. Pero (2, Yel, da z = y. 7 = y implica que (x, y) € $. 
La segunda ecuación se demuestra por un razonamiento similar. 


E edi Sea $ una relación de X a Y y F una relación de Y a Z. Defina para 
ACX, S(4) = [y/0x, y)e $ para algún x€ 4). 

a) Demuestre que $(4) C Y. 

b) Demuestre que (F> $14) = S(S(4)). 

c) Demuestre que S(4 U B) = S(4) U S(B). 

d) Pruebe que S(4 NB) C S(4) N S(B). 


a) yeS(4) implica que (x, y)e $ para algún xe A que a su vez implica que ye Y. 

b) zE(F> SNA) ssi(x, 2) e F > $ para algún x e A ssi (x, y) € S y (y, 2) € T para algún y e Y y xe A ssi 
(1 z)e T para algún veS(4) ssi = € F(S(4)). 

e) y€S(4) U $(B) implica y e S(4) o y e S(B) que implica (x,, y) € $ para algún x, € 4 0 (x,, y)e $ 
para algún x, € B que a su vez implica que (x,.y)€$ para algún x, AU Bo (x,, y)eS para algún 
x€AUB que implica y e S(4 U B). 

y ES(A U B) implica que (x, y) eS para algún xe 4 U B. Si x€ 4, entonces (x, y) € S para algún 
x€ A, entonces y e$(4), Por otra parte, x € B, entonces (x, y) e $ para algún x e B, lo que da y eS(8). En 
cualquier caso, y e $(4) U $(B). 

dy y eS(4 NB) implica que (x, y) € $ para algún xe A (7 B, que a su vez iniplica que xe A yxeB 
y (x. v)e $ para algún xe X que implica que y € S(4) y y e S(B) que implica y eS(4) 1 $(B). 


Demuestre que- para una relación $ en X: 


a) Ses reflexiva ssi 1, CS. 

b) $ es irreflexiva ssi 1,11 $ = 4. 

c) $ es transitiva ssi ($- $) C $. 

d) $ noes transitiva ssi(S< 8) 18 = 4. 

e) $ es simétrica ssi $ = $”!. 

S) $ es antisimétrica ssi $(187* CL. 

2£) Muestre que si E es transitiva y reflexiva, entonces $ < $ = 8. ¿Es verdadera la re- 
cíproca? 


a) Sca $ reflexiva. Sea (x, y) e 1,. Entonces x = y. Pero (x, x) € S, puesto que $ es refle- 
xiva. Entonces (x, y) = (x, x)€8. 1, C 8. Sea 1, C $ para demostrar la recíproca. Sea re X, (x,x)€/w 
Pero 1, CS. Por tanto, (x,x)e S y $ es reflexiva. 

b) $ es irreflexiva ssi (x, x)é S para todo xe X ssi (x.x)é $ para todo (x,x)eL ssi SN 1, =d. 

c) Suponga que $ es transitiva. Si (x, 2) € S + 8, entonces (x. y) € $ y (y, 2) € S para algún y e X. Pero 
si $ es transitiva, entonces (x, 2)€8. 8:88. 

Reciprocamente, sea $: SC $. Suponga que (x, y)€ 8, lv. =)€8. Entonces (x, 7)e $8. Como 
$+5C $, también (x,7)e 8. Por tanto, $ es transitiva. 

d) Suponga queSno es transitiva, <> (x, y)e $ y (y.2Je S=> (x,2)€ $, Sea (x,2)€ $- 8. Entonces 
(x, y) e S y (y, 2) € S para algún y e Y. Por tanto, (x. 2) 8 $. (S: 8) 8 = d. Reciprocamente. sea ($- $) N 
S = $. Sea (x,y)e 5 y (1,2)e8. (1,2) 808. (x, 2) 48. 

e) Ses simétrica ssi ((x, y) e S implica que (y, x) € $) ssi ((x, y) e S implica (1, x)eS 7 Ds ses 
ssi 

ed EN Santisimétrica. Suponga (x, y) € SN $7 '. Entonces (x, y)e $ y (x. y)eS”' > (y. x)€8. 
Por la antisimetría x= y. (x,y)= (x,x)€1,. Recíprocamente, sea $/197* C/,. Sea (x,1)e8 y 
(bx) €8S. Entonces (x, y)€S y (x,y)eS7!. (xy) 8NS7'. (1 y)eL.x=y. 

2) SiS es transitiva, entonces $28 CS. Sea (x, y)eS. Por la reflexividad (x, x)e8. Por tanto, 
(x,y)eS:8. 58C 8-28. No, la recíproca no es verdadera. Por ejemplo, para X= 1, y $ = 
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¡Problema 3-26 Construya las siguientes relaciones sobre el conjunto: 


8 =8U (8) =.(0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7) 
vea la definición del problema 3-30. 
a) <, siendo x < y ssi y — x€8. 
b) <, siendo x< y ssi p—x€8yy-x3%4Q. 
c) =, siendo x= y ssi y —x=0. 
d) =,siendo x= y ssi y — x es un entero divisible por 2. 
e) +, siendo x * y ssi4<x-— y. 
f) «, siendo x « y ssi y —x=l. 
¿Cuáles de las relaciones son simétricas, antisimétricas, reflexiva, irreflexivas, transitivas 


y atransitivas? ¿Cuáles de las relaciones son órdenes? ¿Cuáles son relaciones de equivalencia? 
Para cada relación de equivalencia, ¿cuál es la correspondiente partición de 8? 


a) S=((0,0), (0, 1), (0,2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (0,7), 
(1, D), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5), (1, 6), (1,7), 
(2,2), (2,3), (2, 4), (2,5), (2,6), (2,7), 
(3,3), 6,4), (3,5), G,6), (3,7), 
(4, 4), (4, 5), (4, 6), (4,7), (5, 5), (5, 6), (5,7), (6, 6), (6,7), (7, M) 


DB) S-Iw 

c) ly. 

d) 140 ((0,2), (0,4), (0, 6), (2,0), (2,4), (2, 6), (4, 0), (4,2), (4, 6), 
(6, 0), (6,2), (6,4), (1,3), (1,5), (1,7), 3,1), 6,5), 6,7), 
(5, 1), (8,3), (5,7), (7,D, (1,3), (7, 5))- 

e) (5,0), (6,0), (7,0), (6,1), (7,1), (7,2). 

S) ((0,1), (1,2), (2,3), (3,4), (4, 5), (5, 6), (6, 7). 


Simétricas: c, d. Transitivas: a, b, c, d, e. 
Antisimétricas: a, b, c, e, f. Atransitivas: f. 

Reflexivas: a, c, d. Ordenes: a, c. 

Irreflexivas: b, e, f Relaciones de equivalencia: c, d. 


Para c: ((0), (1), (2), (4), (5), (6), (7)). 
Para d: ((0, 2, 4, 6), (1, 3, 5, 7)). 


Relaciones de equivalencia y particiones 


fl Sea R la relación < en N* = (1, 2, 3, ...), es decir, (a, b)e GR ssi 


a<b. 
Determine si 0l es: 
a) Reflexiva. c) Transitiva. 
b) Simétrica. d) Una relación de equivalencia. 


a) Res reflexiva porque a < a para todo aeN. 

b) Rno es simétrica, porque, por ejemplo, 3 < 5, pero 5 + 3, es decir, (3, 5) Gt, pero (5, 3) dR 
c) Res transitiva, puesto que a < b y b< c implica a < c. 

d) Gino es una relación de equivalencia, puesto que no es simétrica. 


Problema 3-28 SiE= (a,b,c,d,e) se particiona de la siguiente manera: £, = (a); E, 


[b,d) ;Ey= (c); Ea = fe) . Dé la relación de equivalencia que inducen estos cuatro subcon- 
juntos. 
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El diagrama adjunto muestra que la relación de equivalencia determinada por la parti- 
ción dada es A = ((a,a), (b,b), (d, b), (d,b), (d,d), (c,c),(e,e) y 


“Problema 3:29 7 Sea N= (1, 2,3, ...) y R la relación = en N x N definida por 


(a, b) = (c, d) ssi ad = be. 
Demuestre que (R es una relación de equivalencia. 


Para todo (a, b)eN x N, (a, b) = (a, b), puesto que ab = ba; entonces (Res reflexiva. 
Suponga que (a, b) = (c, d). Entonces ad = bc, que implica que cd = da. Entonces (c, d) = (a, b) y, 
por tanto, (R es simétrica. 
Ahora suponga que (a, 6) = (c, d) y (c, d) = (e, f). Entonces ad = be y cf = de. Asi, (ad cf) = (beXde) 
y empleando la cancelativa, se tiene que af = be. Análogamente, (a, b) = (e, f). Por tanto, G es transitiva. 
Como (KR es reflexiva, simétrica y transitiva, R es una relación de equivalencia. 


PET se seme: 0, 


1=0U (0) =$ U (0) = (0), 
2=1U(1) = (0) U ((0)) = (0, 1), 
3=2U(2) = (0, 1) U (2) = (0, 1, 2). 


Construya todas las relaciones de equivalencia que hay en el conjunto 3. 


2 


Las particiones del conjunto 3 = (0, 1, 2) son: 
(0), (D, (2), (0, 1), (23), ((0,2), 113), ((1,2), (03), ((0,1,2)) 
Las relaciones de equivalencia correspondientes son: 


La, U (00, 1), (1,0), LU (G, 0), (0,2)), 2, U ((1, 2), (2,.1)), 3 x 3 


Particiones 


¿Problema 3-31. Halle todas las particiones del conjunto X = (a, b, c, d). 


Las posibles particiones de Y son: 
1. [fa, b, c, d)]. 


2. [la), (b, c, dy), [1b), la, e, d) 
[ta, 5), (c, dj], [ta, c), (b, dy 


3. [la), (6), fc, a3), [la), (e), (o, d)] 
Ko), A la, ej), Etc), (2), la, b)]. 


4. [íaj, (0), (c), (a)]. 


En total tes quince particiones diferentes. 


1, Ho), pe b, dj), [ld), (a, b, c)] 
J, [la, dy, (b, c)). 


, Ea), (dj, (6, c)], [(6), (e), (a, aj] 
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Sea X= (a, b, c, d, e, f, g) y sea 


a) A, = [a,c,ej, Az = [b), Ay = (d, g). 
b) B,=(fa,e, 2), B, =4b,e,f). B3=e)- 
c) C¡=(a,b,e,g), Co = (c), C3 = (d, $). 


d) D, =([a,b,c, d, e, f. g). 


¿Cuáles de los siguientes conjuntos son particiones de X? 


141, Az, Az), (Bi, Bz, Ba), (Cy, Co, Ca), [D1) 


) (4,, Az, Az) no es una partición de Y porque fe X, pero f no pertenece a ninguno 
de los tres conjuntos. 

b) (B,. B,, B,) no es una partición de Y porque ee X pertenece a B, y Bj. 

e) (C,, C,, Cy) es una partición de X porque cada elemento de X pertenece exactamente a una par- 
te, es decir, Y = C, UU C, UC) y los conjuntos son disjuntos dos a dos. 

d) (D,) es una partición de X. 


En el conjunto RxR de todos los pares de números reales se defi- 
ne la relación binaria Rpor: (x1,xX2) R(Y1, Y2) <= x1 = Y1 + 

1. Probar que (R es una relación de equivalencia sobre RxR. 

2. Determinar la clase asociada al par (1,— 1) y sobre unos ejes ortogonales cartesianos 
representar esta clase. 


.a) Res reflexiva. V(x;, x2) € RXR,como xy =x/=>(x1, x2)R(x1,%2) 
b) Simétrica. Si (X1,x2) (Y1,Y2) 2 %1 =Y1 > (Y1Y2JRÍX1+Y2). 
c) Transitiva. 
si (%1,Y2)R(y1,Y2) >x1 =Y1 = 
A AN 
2. Sea Ca-1) la clase asociada al par (1,—1). Esta determinada por: 


Caray =líx1x2) € RXR: x1 =1) 


O sea la recta paralela a Ox, a distancia una unidad. 


a Si A es un conjunto, entonces lo, la relación idéntica en A, es una 
an de equivalencia. Verifique esto y muestre que 17? = 1,. ¿Qué partición induce [,? 


Para todo x de 4, x= x; por tanto, (x, x)€ 1,. Reflexiva. 

Si (x, y) € L,, entonces x = »; por tanto, (y, x)e [,. Simétrica. 

Si (x,y)e La, y (9,2) € Ly, entonces x= y y y =2; por tanto, x= z y (x,2)€/,. Transitiva. 
(x, y) e £, si, y solamente si, (y, x) € £,, es decir, y = x; por tanto, (x, y)EL¿. O = [(x): x€ A). 
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Z Considere el conjunto N x N, es decir, el conjunto de las parejas 
de números naturales. Sea R una relación en N x N, definida de la siguiente manera: 


(a, biRic, d) si, y solamente si, a+d=b+c 


Pruebe que G es una relación de equivalencia. 


Reflexiva. (a, h) = (a, b) porque a+ b=b+a. 
imétrica. Suponga que (a, b) = (c, d), entonces a + d = h + e, lo cual implica que c+ b=d+a. 
Así, (c, d) = (a, b). 

Transitiva, Suponga que (a, b) = (c, d) y (c,d) = (e, f). Entonces a+ d=b+cyc+f=d+e. 
Así, (a+ d) + (c+ f)=(b+c)+ (d+e)>a+f=b+e, es decir, (a, b) = (e, f). 

Esto muestra que (R es una relación de equivalencia. 


En el conjunto Z, considere la relación aR bdefinida por 
aRbhb>a:b>0 


¿Es GR una relación de equivalencia? Si no lo es, ¿qué condiciones debe agregar para que 
sea relación de equivalencia? 


$. Reflexiva. Si x es un entero, x-x > 0, y, por tanto, (x, x)e(R. 

Simétrica. Si x y y son enteros y x-y>0=>y-x>0, por tanto, (y, x)eGR. 

No es transitiva, porque, por ejemplo, (—1,0)e€ Ry (0, 1)e, pero (—1,1)gR 

Para que sea una relación de equivalencia hay que quitar de Z el cero y agregar a+ h > 0. 


so Seas = [a,b,c.d,e.f) y R= [la, a), (a, d). (b, b). (b, e), (b, f), (c, b), 
la €), (e, f), (d, a), (d, d), (e, e). Y, b), (fc) Uf), una relación de equivalencia. Dé los ele- 
mentos equivalentes a cada uno de los elementos de $. Dé las clases de equivalencia y muestre 
que forman una partición de $. 


Solución a es equivalente a: a y d; h es equivalente a: b, c y f; c esequivalente a: b, c y f; des equi- 
valente a: a y d; e es equivalente a: e; f es equivalente a: b, c y f. 
Las clases de equivalencia son: $, = fa, d); 8, =(b, c. f) y S¿= le). 
Estos conjuntos son disjuntos dos a dos y su unión es $. 


3 lema 3-38 + Suponga que $, = (1, 2, 4) es una clase de equivalencia con respecto a 
una relación de equivalencia en un conjunto S. Dé los elementos que deben pertenecer a la 
relación de equivalencia para que $, sea un subconjunto de $. 


+ (1, 1), (1,2), (1,4), (2,1), Q,2), (2,4), (4, 1), (4,2), (4, 4). 


Si S = (a, b, c, d, e) se reparte de la siguiente manera: S, = la), 
c), Sa = [e). Dé la relación de equivalencia que inducen estos cuatro 
$. ql q 


S, = (b, d), Sy 
subconjuntos. 


R = (la, a), (b, b), (b,d), (d,b), (d, d), (c.c), (e, e)). 
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RELACIONES DE ORDEN 


¡Sea E = 11,2,3, 4,5, 6,7, 12, 14, 21, 28, 42, 84) y considere la relación 
«divide a». Muestre que la relación de divisibilidad es un orden parcial y construya un retículo 
que muestre por niveles los diversos elementos del conjunto. 


Nivel 4 


Nivel 3 


Nivel 2 


Nivel 1 


Nivel 0 
Figura 3-48 Figura 3-49 


La Figura 3-48 permite clasificar por niveles los elementos del conjunto, En el nivel 0, 1 no es divisible 
sino por sí mismo; en el nivel 1 figuran los números primos divisibles por sí mismos y por la unidad; en el 
nivel 2, los números divisibles por dos factores y por la unidad, etc. Las flechas del dibujo indican que se 
verifica la relación de divisibilidad; así, son divisibles por 7: 14, 21, 28, 42 y 84. Al contrario, 12 no es di- 
visible por 7; 6, 7, 14, 21, 42, no lo son por 4, etc. No se muestran las flechas que indican la propiedad tran- 
sitiva, 


La Figura 3-49 muestra que la relación es un orden parcial. 


. La relación «x divide a p» en el conjunto de los números naturales de- 
fine un Glen parcial. ¿Cuáles de los siguientes a de N son totalmente ordenados? 
a) (4, 3, 15); 6) (2, 4, 8, 16); c) (1,2,3,...3; d) (5). 


¿Solución a) Como 3 no divide a 4, el conjunto no es totalmente ordenado. 
b) Como 2 divide a 4 y 4 divide a 8 y 8 divide a 16, el conjunto es totalmente ordenado. 
c) El conjunto no es totalmente ordenado porque, por ejemplo, 2 y 3 no son comparables. 
d) Cualquier conjunto que contiene un solo elemento es totalmente ordenado. 
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Sea E = [a, b, c, d, e) ordenado según lo indica el siguiente diagrama:. 
a 
b / c 
e A 


Construya el diagrama que defina el orden inverso. Compare las parejas de elementos (d, a) y (e, a). 


El orden inverso se halla invirtiendo el diagrama original e invirtiendo las flechas: 


Como hay una trayectoria de d a bh y a a, d precede a a; entonces d< a, 
Como hay una trayectoria de e a c y a a, e precede a a; entonces e <a. 
Note que e y d no son comparables, porque no existe ninguna trayectoria que los una. 


Suponga el conjunto N de los números naturales ordenado de la si- 
guiente manera: cada par de elementos a, a' € N se pueden escribir univocamente en la forma 
a=2 (2x +1), a' = 2" (2x' + 1) con r, r', x, x"eN. 

Seaa<a'sir<r'osir=r' y x < x'. Compare los siguientes pares de números: (3, 7), 
(4, 16) y (9, 35). 


Los elementos de N se pueden escribir de la siguiente manera: 


(e E E A 


133 Y 3 di Bb. 1s 
£ 2 6 10 14 18 22 26 30 
4 12 20 28 36 44 52 60 


Un número que esté en una fila superior precede a un número que esté en una fila inferior y si dos números 
están en la misma fila, el número que está a la izquierda precede al que está a la derecha. Entonces 


EL FLO AS 


Suponga que N x N está ordenado lexicográficamente. Compare los 
siguientes pares de elementos: 


a) (10, 14) y (, 4); 6) GB, 2) y (7, 12); c) (Q, 5) y Q, 11). 
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Solución 


La definición del orden lexicográfico es la siguiente: 
(a,b)< (a,b) sia<aosia=a yhb<b' 
a) (10, 14) > (3, 4) porque 14 > 4. 


b) (3,2) < (7, 12) porque 3 <7. 
e) (2,5)< (2, 11) porque 2=2 y 5 <.1l. 


Sea E= la, b, cj ordenado de la siguiente manera: 


Sea F la familia de los subconjuntos no vacíos de E. y $ ordenada parcialmente por la 
relación de inclusión. Construya un diagrama de $. 


Solución + Los subconjuntos totalmente ordenados de 5 son: ja), (b), (e). [a,b]. la, c). Entonces 


el diagrama de $ es: 


(8 


46. Sea KR una relación de equivalencia en un conjunto Y. Entonces el con- 
junto cociente X/A es una partición de Y. Específicamente: 


a) ae[a], VaeX. 
b) [a] = [5] ssi (a, b)JeR. 
c) Si [a] + [5] > [a] y [6] son disjuntos. [ ] = clase de equivalencia. 


Demostración. a) Como (R es reflexiva, (a, a)e (R para Va € X y. por tanto, ae [a]. 


b) Suponga que (a, b)€GR. Se quiere mostrar que [a] = [5]. Sea x € [6]; entonces (b, x) e R. Por hi- 
pótesis, (a, b)e KR y por la transitividad (a, x)e6f. Análogamente, x€ [a]. Así [5] C [a]. 

Para demostrar que [a] C [6]. observe que (a, b)e R implica, por simetría, que (b,a) ER. 

Entonces, empleando un argumento similar, se obtiene que [a] C [5]. Entonces (a, b)e A. 


c) Se va a demostrar la proposición contrapositiva equivalente: 

Si [a] N [6] + $ > [a] = [»]. 

Si [e] N [6] + $, entonces existe un elemento xe Y con xe[a](” [b]. Entonces (a, x)e R y 
(b, x) e (R. Por simetría, (x, b)e(R, y por transitividad, (a, b) e. Entonces, por b), [a] =[5]. 


10. 


1. 


12. 


13. 


1. 


15. 


16. 


17. 


18. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 


Determine A x A si: 

a) A=(,3. 

b) A=(B, C, D), B, C, D conjuntos. 
c) A=BxB,B= (0,1). 

d) A=0(0(6)). 


Si A tiene n elementos, ¿cuántos hay en A x A? 


. Dar un ejemplo de dos conjuntos A y B tales que AX B=B XA. 


Si A=(0, 1, 2) y B= (0, 1), escriba: Ax By Bx A. 
Considere los conjuntos A = (1, 2, 3, 4, 5) y B= (1, 2, 3). Se define la siguiente correspondencia: 
f: 3>1 
42 
5>2 


4>3 
1>2 


Dé el grafo de f. ¿Cuál es el diagrama de f? ¿Cuál es la representación gráfica de f? Determine la co- 
rrespondencia recíproca f”*. Dé el grafo y la representación gráfica de f”*. 
Si A= (1, 2, 3, 4) y B= (1, 2, 3, 4, 5, 6). Se considera el grafo GC A x B: 


G = ((1,3), (2,5), (2,6), (3, 1), (3, 6), (4, 5)) 
Muestre que G define una correspondencia f de A en B. 


Si E= (1, 2, 3, 4, 5), construya los subconjuntos de E x E tales que 
a) ((yeExE:x=y+1). 
b) (yeExE:x=y+5). 


Sea E el conjunto E= (1, 2, 3, 4, 5, 6). En E? se define la relación R por 
xRyox-y=1 


Dé el grafo y la representación gráfica de R. 

Sea E el conjunto E = (1,2, 3, 4, 5, 6,7, 8, 9). Considere las relaciones R y R” y S definidas en E por 
xRyoy=x 
xR'yoys16-x 
S=RyR' 

Dé la representación gráfica de las tres relaciones., 


Sea E el conjunto E= (1, 2, 3, 4, 5) y en E? considere el grafo 


G = ((2, 1), (1, 4), GB, 5), (4, 2)) 


¿Es un grafo funcional? 
Muestre que G permite definir una correspondencia f. Déla. 
Muestre que G permite definir una relación R. Déla. 


Representar el grafo de la relación binaria Rx(Ry<>x =2 y en E,=(1,2,3,..., 18). Represen- 
tar el grafo de KR”. 


Dé un ejemplo de dos relaciones diferentes Rh y $ cuyos dominios y conjuntos de valores sean 
idénticos. - 


Construya todas las relaciones posibles en A = (0). 
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Sea A= fa, b, cj, B= (0, 1). Construya todas las relaciones de A a B. 
Sea A= la, b, c). Halle P(4). Halle en C(4) la relación determinada por C. 


Sea A = (0, 1, 2). Construya relaciones en 4 que satisfagan las siguientes condiciones: 


Reflexiva  Simétrica Transitiva 


a si si sí 
b sí si no 
Cc si no si 
d no si si 
e sí no no 
ul no sí no 
g no no sí 
h no no no 


Dé las relaciones inversas del Ejercicio 14. 
Sea (R = [(0, 0), (0, 1), (1.2), (2, 3)). Una relación de 4 = [0,1,2) a B=(0,1,2,3). Halle (7. 
Compare dominio de (R”' y conjunto de valores de (ff. Halle (R7*)*. 


Considere las siguienies relaciones representadas por el siguiente diagrama: 


a) Halle los cortes según cada uno de los elementos de A. 
b) Halle ¿28,5 Ra Ra; Rao RR (Re o R Y. 
SiE=(1,2,3,4,5)yG, = ((x,y)eEx E: y+1) 

E ((,z7)eEx E:x=y+2=2k, k un entero) 
(2, DEExE:z>1). 


R= 
a) Halle A, oR % 
b) Halle R3!10R3*9 BR”. 


Sea A = (1,2, 3, 4,5) y = ((1, 1), (2,2), (3, 3), (4, 4), (5, 5), (1. 3), (3, 1), (2, 5), (5, 2)). Entonces 
(Res una relación de equivalencia en A. Determine las clases de equivalencia para cada uno de los ele- 
mentos de A. ¿Cuántas son distintas? 


¿En el conjunto E = (—2, —1, 0, 4) la relación a? + a = b? + bh es una relación de equivalencia? 
¿En los enteros? 


Sea E = (1,2,3,..., 9). En E x E, se define la relación (a; b) = (c;d) sia — 
b=a=d-=c. 

Muestre que es una relación de equivalencia y en la tabla de E x E señale las clases de equi- 
valencia. 


=dosi 


El mismo estudio del ejercicio 23 en E x E para la relación (a,b) = (c,d) > a+b =c+d. 


Si E es el conjunto de alumnos de su clase. Decimos que dos alumnos a y b pertenecen “a la mis- 
ma clase” si “a es condiscípulo de b”. 1? Ver si la relación (R así definida es de equivalencia. Y 
dar el conjunto cociente E/R 


31. 
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Sea E= (1, 2, 3, 4) y A = [1,2). En O(E), se introduce la relación XR Y=>X(NA=YNA. 
Muestre que es una relación de equivalencia y describa sus clases de equivalencia. Además, mues- 
tre que X = Y (mod R)=(Y A Y) NM A = $. ¿Cuál es la relación R si A= 4? ¿A = E? 


El mismo estudio para la relación XRY=>YUA=YUA. 


¿Cuáles de las siguientes relaciones son reflexivas, simétricas y transitivas? 


a) >,<enR. 

b) «x y x no son primos entre sí» en [y(1). 
€) «x es múltiplo de y» en N. 

d) a—b>k, k dado; a, b, keN. 


Sea R una relación en un conjunto E. 
En la tabla de £ x £ las parejas que satisfacen la relación ocupan determinadas casillas. ¿Cómo 
conoce qué relación es simétrica, reflexiva y transitiva? 


En las clases de equivalencia mod 2, mod 3, mod 4, mod 6, mod 10, mod 12, verifique sobre los ejem- 
plos las propiedades de la relación de equivalencia. 


Sea A = (0,1,2,3) y € una partición: € = ((0, 1), (2), (3) de A. Muestre que esta partición € 
induce la relación: A = ((0, 0), (1, 1), (0, 1), (1, 0), (2, 2), (3, 3)) y que (Res una relación de equivalencia. 


Una figura tiene seis triángulos. (Vea Fig. 3-51.) 
El triángulo a de vértices A, D, E. 

El triángulo b de vértices A, 
El triángulo c de vértices D, 
El triángulo d de vértices C, 
El triángulo e de vértices C, 
El triángulo f de vértices B, 


pap 
omo 


Sm 


pl 
Figura 3-51 


En el conjunto X= fa, b, c, d, e, f) considere la relación de semejanza 
xM y <> Ax es semejante al Ay 


Muestre que es una relación de equivalencia y que sus clases de equivalencia son A, = (a, b, e); 
Az =1l0,fj; Ay = (d). 


En Z se define la siguiente relación R: 

a Rb=< (a — b) es divisible por 2 
Muestre que es una relación de equivalencia y determine sus clases. 
¿La relación A(1B = A es una relación de orden en (P(£)? 


Si E= (1,2, 3, 4) y F= (1, 2, 3) ordene E x F de la siguiente manera 


(a, b) precede a (c;d) sia<c o a=cyb>d 
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Ordene a E= (1, 2,3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10) sabiendo que a precede a b en los tres casos si- 
guientes: 


Si a y hb son pares con a < 5. 
Si a y b son impares con a > 5. 
Si a es par y b impar. 


Ordene por inclusión 4, B y C subconjuntos de E. 


£, 
E, 


BNC  Er=4 E,=AUBUC E,=CNUUB) 
E E$=BUC E,=ANBNC E¿=C E, = CU(ANB) 


'" 


f 


En N se tiene: 


a+b=c c-10=ce+ 10=d 
a+e=b4+d e=a+2 


Ordene (a, b, e, d, ej = E por la relación < y después calcule a, b, c, d y e. 


Si se representa un conjunto ordenado por medio de puntos en el plano, uniendo cada elemento 
a a todo elemento b por medio de una flecha cuando a <b. Tal diagrama se llama un árbol. 

1: Estudiar en un libro de historia o un diccionario los árboles genealógicos de las familias que 
gobiernan. ¿Qué relación a < b traducen dichos árboles genealógicos? 

27 Construir el árbol correspondiente a a < b si “a divide a b” para E = 1 1,2,3,4,5,6,7,8,9,) - 
Construir el grafo GCE? correspondiente. 

3” Determinar el grafo correspondiente al siguiente árbol 


e 


de 


eg 


4? Repetir 2" si: E= (1,2,4,8), E'= (1,3,5,15) E” =(1,2,3,4,6,12). 


Sea £ = (a, b, c), con a, b y c tres elementos distintos. Determine cuáles de las siguientes relaciones 
son órdenes en S, órdenes parciales en S y cuáles no lo son. 


¡(a, bJ), fía, a), (b, b), (e, c), (a, c)) 
1(b, c), (c, a)), [(a, a), (b, b), (a, c)), (ta, a), (b,b), (c, c), (a, c), (c, b)) 
(la, a) 


¿Cuántos Órdenes parciales distintos y órdenes hay en un conjunto que tiene tres elementos distintos? 


Pruebe que x < y introduce un orden parcial en el conjunto N de los números naturales si x < y se de- 
fine de la siguiente manera: 

4) x<yy x y y tienen la misma paridad. 

b) x es par y x y y tienen paridades diferentes. 


Pruebe que el conjunto de las ternas de números naturales (x,, xz, Y3) queda parcialmente ordenado 
por el orden ¡exicográfico si (4. 47, 43) < (by. ba, by), sia, <b, y sia, = b,, entonces a < ba y si 
a, =b, y a, = b,, entonces az < by. 


49. 


50. 
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Sea E=A x B el producto cartesiano de A = [0,1,2,3,4,5,6,7,8) y B =10,1,2,3,4,5,6). ¿Cuáles 
son los elementos (x,y), (x”,y”) de E si (x,y) < (x”,y") => la <x” 
y<y' 


Demuestre que la condición necesaria y suficiente para que una relación definida en E sea una re- 
lación de orden, es que su grafo verifique las siguientes condiciones: 
1 0GoG=C. 
b)GNG"?'=D= diagonal de EX E. 
2 Para que sea totalmente ordenado que: 
ajGoG =G 
db) GUGT'=EX E. 
e) GNG'=D 


CAPITULO 4 


Funciones y aplicaciones 


En el capítulo anterior se estudiaron las relaciones binarias entre elementos de los conjuntos 
E y F. En éste se van a estudiar determinado tipo de relaciones binarias, aquellas para las cua- 
les a cada origen de la pareja le corresponde a lo más un extremo. Son las relaciones funcionales 
o funciones. Se estudiará el concepto de función en forma general y posteriormente se par- 
ticulizará a las funciones numéricas. 

Una de las aplicaciones más importantes de la teoría de conjuntos es la definición de fun- 
ción. Este concepto aparece en todas las ramas de la matemática y se le cataloga como uno 
de los más importantes. 

La gran variedad de expresiones, tales como aplicación, operación y correspondencia, 
que se han vuelto populares por su empleo en algunas ramas de la matemática, da la impresión 
de que el concepto de función varía de una rama a otra, cosa que no €s así. Veremos que estos 
términos se refieren a la misma idea básica de función. 

Muchas de las definiciones antiguas de «función» no son satisfactorias porque se em- 
pleaba un lenguaje ambiguo para describirla. Se hallan definiciones del tipo: «una función 
es una regla, que a cada valor de una variable, llamada independiente, le asigna un valor, de 
una segunda variable, llamada dependiente». 

Es difícil saber a partir de esta definición lo que es una función, a causa de los términos 
sin definir, como «regla», «variable dependiente» y «hace corresponder». En realidad tal de- 
finición hace que una función aparezca como una entidad activa, una cantidad que actúa sobre 
una variable de alguna manera. Es bien sabido que en matemáticas no se pueden definir todos 
los términos empleados; se parte de unos llamados primitivos para los cuales se dan un con- 
junto de axiomas. 

Una de las ventajas de la teoría de conjuntos es poder definir el término función como 
un conjunto. Esto permite tener una definición más precisa de función, muestra la aplicación 
de los conjuntos y permite ampliar la naturaleza de función a través de un estudio de conjun- 
tos. Esto se logra por medio del concepto de parejas ordenadas, que a su vez son tipos espe- 
ciales: de conjuntos. 


Corte o sección de un grafo 


Considere el grafo G del conjunto de parejas ((0, 1), (0, 3), (0, 5), (1, 3), (4, 1), (1, 1), (4, 4)). 
Las segundas componentes, 1, 3, 5 (elementos de pr, G), están relacionadas con el elemento 
O de pr, G. Ver Figura 4.1. 

Se dice que el conjunto G(0) = (1, 3, 5] es la imagen directa del grafo según el elemen- 
to 0. Los conjuntos (1, 3) y (4, 1) son las imágenes directas del grafo G s£gún los elementos 1 y 4. 
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5 
4 . 
3 . 
2 
1 . . 
0 ME E E 
Figura 4-1 Figura 4-2 


El conjunto de parejas ((0, 1), (0, 3), (0, 5)) se llama sección o corte directo del grafo G 
según el elemento 0. Inversamente, sea 3 e pr, G. Este elemento está relacionado con 0 y 1 
de pr, G. Se dice que el conjunto (0, 1), escrito G”*(3), es la imagen recíproca del grafo G se- 
gún el elemento 3. 

Recordemos dos definiciones dadas en cl capitulo anterior. 


Definición. Dado el grafo G de una relación Gt, de un conjunto E a un conjunto F, el corte 
directo del grafo según el elemento a de E es el conjunto, simbolizado por R(a), de todas las 
parejas (a, y) de elementos de G, (o tales quedf y). 

El corte o sección recíproca del grafo, según el elemento h de F, es el conjunto de todas 
las parejas (x, b) de elementos de Gs (o tales quexRb). Se denota A” '(b). 


Ejemplo 4-1. Si N*= (1,2, 3,4, ...j y si es la relación «divide a...» Figura 4.2. 


3) = ((3, 3), (3, 6), (3, 9), (3, 3K), ...; 
R7 (6) = ((1, 6), (2, 6), (3, 6), (6, 6) 


Definición. Una relación binaria Gt, de un conjunto £ a un conjunto F, se dice funcional, si 
para todo x de £ la imagen (x) (o corte del grafo G) contiene a lo más un elemento. Esto 
quiere decir que en £ pueden quedar elementos de los cuales no sale flecha. 


Ejemplo 4-2. Si N es el conjunto de los naturales 0, 1, 2, 3,..., la relación binaria «x e (N) 
tiene por mitad a y e (N)». Un elemento x está relacionado, a lo más con un y, lo que signi- 
fica que la imagen directa G(x) del grafo para todo elemento x es vacía o contiene un solo ele- 
mento. Entonces esta relación es una relación funcional de N en N. Vea su grafo en la Figura 4-3. 


Nota. Observe que en el grafo existen elementos de N de los cuales no parte ninguna flecha. 


Por ejemplo, de 0, 1, 3, 5, ... Entonces, para x dado en £, existe a lo más un y de F tal 
que xRy. 
B 
hi ñ y h LN 
(N/ 
1 1 
! 
¡ Ae ! 
ñ ñ , , ¿AN A 


Figura 4-3 Figura 4-4 
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Definición. Si para todo x de E existe a lo más un y de F tal que x(f7 y, esta relación se llama 
Junción definida en E y con valores en F. Observe que esta definición crea la posibilidad de que 
en E pueden existir elementos de los cuales no sale flecha. A partir del concepto de correspon- 
dencia, la definición de función es la siguiente: 

Sea f una correspondencia entre el conjunto A y el conjunto B. 


f:xeA=>fx) CB; f=(G, A, B) 


Se dice que f es una función si f(x) contiene a lo más un elemento. Cuando A* = A, se dice 
que la función f es una aplicación. También se dice que el conjunto E es el conjunto de par- 
tida (o conjunto fuente) y F el conjunto de llegada o codominio. En otras palabras, una fun- 
ción es un conjunto de parejas ordenadas, en el cual no existen dos parejas con las primeras 
componentes iguales. (Vea Fig. 4-4.) 

Si f es una función de E en F y si y es el elemento de F asociado al elemento x de E, 
se escribe «y = fix) o en forma simbólica 


xo f(x); xb y; ESF of: E>F 
El elemento f(x) se llama la imagen de x por f o valor de f en el punto x. 


Nota 1. Para que una función esté definida es necesario dar el conjunto E de partida, el con- 
junto F de llegada y la relación que liga todo x de £ con el elemento asociado y de F. 


Nota 2. Evite el abuso de lenguaje, que consiste en decir «la función f(x)». En efecto, f(x) 
no es la función, sino el elemento único de F, asociado al elemento x de £, por la función f. 


Nota 3. y =f(x)=> (x, y)ef. 


Definición. El conjunto E”, (E' C E) de los elementos x para los cuales existe un y que ve- 
rifica y.= f(x), es el dominio de definición de la función y se representa por Dy. 


f 


El conjunto F(F' C F) definido por F' = y = f(x), xe E') es el conjunto de las 
imágenes, que se suele llamar conjunto de imágenes o conjunto de valores de la función y se re- 
presenta por Ry. 


Aplicaciones 


Definición. Si f(x) existe para todo x del conjunto £, la función f se llama aplicación de E 
en F. Es decir, una aplicación es una función que cumple con dos condiciones: 

1. Toda sección directa G(x) del grafo G;z, según el elemento x de E, contiene un ele- 
mento único. 

2. E = pr,G, es decir, todo elemento de E, es origen de una pareja. 

En otras palabras, en el conjunto E no pueden existir elementos de los cuales no salga 
ninguna flecha. 

Una función de E en F, cuyo dominio de definición E” está contenido en E, es una apli- 
cación de E' en F. 


Nota, Muchos autores toman la definición de función como la definición de aplicación. 


Ejemplo 4-3. La función logaritmo neperiano Log:R** —>R,es una aplicación del conjunto 
de los reales estrictamente positivos en los reales. 


Ejemplo 4-4. La aplicación idéntica de E en E se define por Vx € E, 1g(x) = x y su grafo es 
la diagonal de E x E. 
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Ejemplo 4-5. El conjunto f = Í(0, 2), (1, 7), (5, 6)) es una aplicación. Pero el conjunto 
= [(0, 1), (1, 3), (0, 4)) no es una aplicación, porque (0, 1) y (0, 4) tienen las primeras com- 
ponentes iguales. 
D, = (0, 1,5); A,= (2,7, 6) 
Ejemplo 4-6. Si la imagen f(E) del conjunto E tiene un solo elemento, decimos que la fun- 


ción es constante sobre £. En este caso todos los elementos de E tienen la misma imagen por 
la función f. (Fig. 4-5.) 


E 
F 
y F 
ES 
b 
VxeE, fx) =b 

Función constante bl 


Figura 4-5 


La aplicación de £ en £ que hace corresponder a todo x de £ el mismo elemento x se lla- 
ma aplicación idéntica y se designa por 1;. (Fig. 4-6.) 


E E 
1; 

Ea xs 

Xa Xa 

xa x% 

x Xz 

VxeE.1g (x)=x É Pes 
Función idéntica 


Figura 4-6 


Si A es una parte cualquiera de £, la aplicación de A en E, que a todo x de 4 le hace 
corresponder x considerado como elemento de E, se llama aplicación canónica de A en E (canó- 
nica quiere decir la más elemental de construir). (Fig. 4-7.) 


NxEA, fx) =x 
Aplicación canónica 


Figura 4-7 Figura 4-8 
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La geometría ofrece gran número de funciones que establecen una correspondencia entre 
los elementos de una figura (conjunto) y los elementos de la misma figura. Por ejemplo, en el 
plano, la simetría con respecto a un eje aplica cada mitad del plano sobre el plano opuesto. 
Se dice que el plano se aplica sobre sí mismo. 

En esta transformación, los puntos de eje a se aplican sobre sí mismos. (Fig. 4-8.) 


Ejemplo 4-7. Si f = $(1, 6), (—3, 4), (2, 1)) se tiene que f(1) = 6, f(-3) =4 y $Q)= 1. 
Entonces 6, 4 y 1 son las imágenes de 1, —3 y 2 respectivamente. Á veces se puede expresar 
una función en forma más simple por medio de una fórmula conocida que describa las imá- 
genes, como lo ilustra el Ejemplo 4-8. 


Ejemplo 4-8. Si f = f(0, 0), (1, 2), (2, 4)), entonces f = [(x, 2x) : xe(0, 1, 2)) o también 
f(x) = 2x para xe(0, 1, 2). 


Ejemplo 4-9. Halle el conjunto de valores de f= ((x, y): y = 5x, xeR)j. 


Solución. Como y 


Sx=>x= y/5. Ry = Reales. 
Ejemplo 4-10. Halle el conjunto de valores de f=((x, y): y=(2x+1)/(x—1)axeR—=(1)). 


Solución. Al resolver y = (2x + 1)/(x — 1) para x + 1 se tiene 


2 y +1 
y= ros E 
= 1 y-=2 


1 
¿AYER — (2. 


ay+2=R,=R-— (2) 


y se escribe también como f= ((x, y): a 


Ejemplo 4-11. ((x,y):x=21, y =1?, teR) es una función. 


Ejemplo 4-12. Sea Eun conjunto y F =10,1). Sea A CE y considere la funciónp de E 
en F, definida por: 


p(x)=1 sixeA 
p(x)=0 sixgA. 


Esta función se llama la función caracterís- 
tica del subconjunto A de E y se representa 
en ésta figura. 
Nota. El conjunto de todas las aplicaciones de A en B es un nuevo conjunto que simboliza 
por F(A, B) o B*. 

En la práctica, si se dan A y Bse identifica una aplicación de A en Bporsu grafo G CA x B; 
con esta convención, el conjunto de las aplicaciones de A en B aparece como una parte del 
conjunto, P(A x B). 


Como se vio anteriormente, se puede decir «sea la aplicación f': x => f(x)». Si se dice 
«sea la función f(x)» es un grave abuso de lenguaje, puesto que f(x)e B y fe F(A, B). 

La confusión entre el valor de una función en x y la función f conduce con frecuencia a 
errores. Así, por ejemplo, no se debe decir «la función sen x», sino «la función x > sen x». 

El grafo de la aplicación o función f es un subconjunto de 4 x B definido por 


G= ((x,y): (x,y)e 4 x B y y = 0) 
Una manera más simplificada de definir una aplicación es 


Sf= (4, B,G) 
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Los conjuntos A, B, G deben verificar las siguientes condiciones: 

ll GCAxB=Ges el grafo de f. 

2. VxeA,3!ye Btal que (x. y) e G => Vxe A, dz € G tal que x = pr, (2) > pr, (G) = A, 
prz(G) = B. 

En la práctica, es más cómodo decir «sea f una aplicación de 4 en B», que decir «sea f 
una función definida en A y con valores en B». 

En la práctica, en vez de designar una función por f, g, etc., se designa por la «fórmula» 
que permite calcular a f(x) en función de x. 


Ejemplo 4-13. Si A = B = R, cuando se dice considere la aplicación x — x*deRenR, esto 
se traduce por «considere la aplicación f de R en R, tal que f(x) = x*, o también «considere 
la aplicación f = (R, R, G) donde G= ((x, y)eR xR:y= xp, 

Dos aplicaciones f = (4, B, G) y f = (A4', B', G') se dicen iguales si, y solamente si, 
A =A',B= B',G = G. Es decir, si tienen el mismo conjunto de partida y el mismo conjunto 
de llegada y si 


(Vxe A) fix) =g(x) 


y se escribe f = g. 
Si una de las condiciones no se cumple, se dice que son diferentes y se escribe f + g. 
En particular si A= 4”, B= B' y f 4 g es equivalente a 


BxeA)  f)4g(x) 
Existe una tendencia en los estudiantes al comienzo, y es pensar que toda función está 


definida por una «fórmula» que permite calcular f(x) en función de x. Idea errada como lo 
muestra el siguiente ejemplo: 


fa [ 1 si x es racional 
22 |—1 si x es irracional 


Representación de las funciones 


Como toda función es una relación binaria particular, es posible representarla de diversas 
maneras. Las representaciones son de cuatro tipos: 


1. Tabla de doble entrada. Por ejemplo, el conjunto de partida se representa en la pri- 
mera fila y el de llegada en la primera columna. En este caso, lo que caracteriza una función es 
que existe a lo más una cruz en cada columna. 


Ejemplo 4-14. Si E = (0, 1,2,3, 4), fla función «elevar al cuadrado», cada uno de los ele- 
mentos de Een F= [0, 1,2, 4, 9, 16). (Vea Fig. 4-9.) 


EME E 23% 4 
Figura 4-9 Figura 4-10 
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2. Diagrama cartesiano. Se trata de un reticulado donde cada recta representa un ele- 
mento de los conjuntos considerados. Las rectas verticales corresponden al conjunto de par- 
tida. Para las funciones existe un punto único sobre cada vertical. La Figura 4-10 muestra la 
representación de f de la Figura 4-9. 


3. Los elementos de los conjuntos se representan por puntos alineados verticalmente. Se 
une por una flecha cada punto del conjunto de partida con su imagen. Esta representación se 
llama dual de la anterior. (Representación sagital.) (Vea Fig. 4-11.) 


4 o 16 
a a 
AqIA«A«áá áÁKEÉ—> 

.2 
Y——91 


 ———————- 0) 
E Je 


Figura 4-11 Figura 4-12 


4. Diagrama de Euler o Venn.. Los puntos del conjunto de partida y de llegada se re- 
presentan por diagramas de Venn. Se une cada punto con su imagen por una flecha. (Vea 
Fig. 4-12.) 

Las Figuras 4-9 a 4-12 representan gráficamente la función f «tiene por cuadrado a» del 
conjunto E = (0, 1, 2, 3, 4) en el conjunto F= (0, 1, 2, 4, 9, 16). 


FUNCIONES ESPECIALES 
Inyectivas 


Definición. Sea f: E > F una aplicación. Si cada elemento y e f(E) es imagen de un solo 
elemento x€ E, se dice que la aplicación f es una inyección O aplicación inyectiva. 


yefíE) =>JixxeE  talque  f(x)=y 


F F 
gana 
] 
] 
1 
Ee=E 
E PP E F 
E | dh d E 


Función inyectiva Aplicación inyectiva 
Figura 4-13 
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En una inyección la igualdad de las imágenes en el conjunto F de llegada implica la igual- 


dad de los elementos en el conjunto de partida E. La equivalencia inducida por una inyección 
es la igualdad. 


fa) =/0)>x = 
Enunciado de otra manera: 
UA) 
Una aplicación es inyectiva si dos elementos diferentes tienen siempre imágenes distintas. 
Na) ==) => x= 2 
f es inyectiva > ss 4x2 => Mx) 4 fx2) 
Si a todo punto de F llega a lo más una flecha. 


Para verificar si f : E > Fes inyectiva se toman (x, y) e f y (2, y) € f y se muestra que x = z. 


Ejemplo 4-15. Sea E=F=N,f:x—>y= 2x — 1. La aplicación es inyectiva porque 


Fx1) = f(x2) 
2x, — 1 y 2x, = 1 
2x, Y 2x, 
XxX =Xz 
Ejemplo 4-16. E=F=R*,f:x=> > ] La aplicación f es inyectiva porque 
x 
Six) = flx2) 
E 


x+1 x+1 
3x1 (x, +1) 1 3x2 (x1 +1) 
3x, = 3x2 


y 
x= x 


Sobreyectivas 


Definición. Se llama sobreyección O aplicación sobreyectiva una aplicación de un conjunto 
E sobre un conjunto F cuando todo elemento de F es imagen de por lo menos un elemento 
x de E. Es decir, cuando el conjunto de imágenes es F. 

También se llaman aplicaciones sobre Vy € F, Jx€ E, tal que f(x) = y. 

Es decir, f(E) = F. Se dice que f aplica E sobre F. 


NE) =F 
f es sobreyectiva >; O 
A todo punto de F llega por lo menos una flecha de f£ 
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FSE P=F 
| , 
Ñ 
1 
1 
1 
[ 1 
t 
| 2 1 E =E 
A TE 
Función sobreyectiva Aplicación sobreyectiva 
E F E F 
Sobreyección de £ sobre F (función) Sobreyección de £ sobre F (aplicación) 
Figura 4-14 


Para averiguar si una función f : E >F es sobreyectiva o no, se procede así: se toma y e F 
arbitrario. Empleando la definición de f se halla un x e E tal que (x, y) € f. Esto muestra que 
F CG), puesto que y es arbitrario. Pero como se sabe que (R, CF, entonces (R, = F. Si para 
algún y e F particular no existe x e E tal que (x, y) ef, entonces R, CF, y, por tanto, f no 
es sobreyectiva, 

En general, si f: E=>F es una función, entonces y CF, y decimos que f aplica E 
sobre Ry. 


Ejemplo 4-17. E=8p0, F=(1, —1), f:x>y= e x es positivo implica 
px 


|x| = x, en- 
tonces y =%= 1. Si x es negativo, |x| =-—x=>)=—=-—L. 
x 
La aplicación f es sobreyectiva del conjunto de los reales no nulos sobre F = (1, —1). 
La aplicación f induce en E dos clases de equivalencia, R* y R”. 


Ejemplo 4-18. Si a todo entero x e Z se le hace corresponder el resto positivo o nulo r(x) de 
la división de x por 5: 


15 16 0] 18 19 

10 11 12 13 14 

5 6 Y 8 9La 

0 0 1 1 Z 2 3 3 4 ei 
9 -4 -3 —2, 1 
10 —9 -8 -7 -6 


se obtiene una sobreyección de Z sobre C = (0, 1, 2,3, 4). 
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La relación de equivalencia inducida en Z por esa aplicación es la siguiente: 
X= Xx2>r(x,) = r(x2) 


La relación significa que x, — x, es un múltiplo de $, 
Es decir, tenemos de nuevo la relación de congruencia (mod $). 


r(x,) = r(x2) > x, = x, (mod 5) 


Las clases de equivalencia así obtenidas se llaman clases de restos (mod 5) o clases re- 
siduales (mod 5). 


Ejemplo 4-19. La aplicación f de N > N* = N — (0), definida por x > x + 1, es una apli- 
cación sobreyectiva. Además, inyectiva. 


Biyectivas 

Recuerde: El conjunto de llegada F permite distinguir los distintos tipos de funciones. 
Definición. Se dice que una aplicación f: E => Fes biyectiva o una bivección si es a la vez 
inyectiva y sobreyectiva. 


Si fes una biyección de £ en F, cada elemento y de F es la imagen de un elemento úni- 
co x de E. 


Vy, veF. 31x, x€ E, tal que y = f(x). 


A l% todo punto de F llega una, y solo una, flecha de E. 


En la literatura matemática son frecuentes los términos sinónimos: correspondencia 


biunivoca, función 1 — 1, sobre, etc. 3 
E F E F 
Biyección de £ sobre F (función) Biyección: E + F (aplicación) 
F de 
) 
1 
l 
| G 
l 
1 
' F 
LE ! E 


Función biyectiva Aplicación bi 
Figura 4-15 d j ds 
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Ejemplo 4-20. - La aplicación f de N en N* = N —- (0), definida por x>x + 1, es una bi- 
yección. 


Contraejemplo. Si Ges una relación de equivalencia en un conjunto E, la aplicación f de E 
en el conjunto cociente E/R, definida por x4 f(x) = x, es sobreyectiva, pero no inyectiva 
en general, se llama sobreyección canónica. 


Nota. Toda aplicación inyectiva f: E > F es una biyección de E sobre f(E). 


Función recíproca 


El corte C(g) contiene un solo elemento si la función f es inyectiva, entonces y es imagen por 
f de un solo elemento x. Por tanto, si f es inyectiva, su recíproca f”* es una función. 

Una función f de E a Fes, primero que todo, una relación. Entonces la relación inversa 
f7* es un subconjunto bien definido de F x E. Sin embargo, f”' no es necesariamente una 
función de Fa E y puede que no lo sea por dos razones: primera, puede suceder que D,-. 4 F. 
Esto sucede cuando R, + F, porque D,-. = (%,. Esto a su vez quiere decir que f es inyectiva 
y No sobreyectiva, Segunda, puede suceder que a pesar de que D,-. = F exista y ef, y, Xy, 
x,€ £ tal que (y, x¡)€J7*, (y, x2)€/7? y x, + x,. Pero esto quiere decir que (x,, y) e fcon 
Xx % X2. En otras palabras: de un punto de F salen varias flechas, es decir, no es función, 

En resumen, /7*' es función solamente cuando f es una biyección de E sobre F. 


Definición. Sea f una biyección de E sobre F tal que x > y. 
Si existe una sola biyección de F sobre E tal que y > x. Se dice que esta función es la 
función«reciproca de f y se designa por f”'. 


x= (y) ==) 


x—l 


Ejemplo 4-21. f:x=y= 1 es una biyección de [¿[—1] sobre [(1). En efecto, de 
eb é e 
y = - se obtiene 
A e +d 
-y-1 
xy+y=x-1oxy-1)=-y-1ox=— 
y-1 
Todo elemento y. y + 1, es la imagen del único elemento x = — fiiyox= 
»= 
EN 


1 es la biyección recíproca de f. Aplica fx(1) sobre [zí—1]. 


y9— 1 

En vez de «función recíproca » se dice con mucha frecuencia « función inversa », y 

esto conduce a graves confusiones como en el caso f(x) = x, cuya inversa es z y su recíproca 
es. f”Ux)= x. j 


Ejemplo 4-22. Sea fla función f(x) = —quea todo real + 0 le asocia su inversa y : x >=, 


1 
ES 
0, 2 1 s 1 es 
La función recíproca es y > x = -. Entonces f '(x) =-—. Por tanto, f”! coincide con f. 
y x 


Ejemplo4-23. Labiyecciónf : N > N* definida porx > x + 1.Surecíprocaf ':x>x-—1. 
Es decir, $" Ux) =x — 1. 
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IMAGEN DIRECTA, IMAGEN RECIPROCA 


Definición de imagen direcia. Sea f una función de un conjunto £ en F; dada una parte 
A de E, se llama imagen de A por f el conjunto de los y e F que posean la propiedad 3x € 4 
tal que y = f(x). 

Sea f:E>F y ACE, NA) = lyeF : 1x6 A tal que y = f(x). 

La imagen de A se designa por f(4); esto en lenguaje formal es incorrecto, puesto que /(4) 
no tiene sentido sino para A C E. Cuando se dice la imagen por f se está cometiendo un abuso 
de lenguaje, puesto que se debe decir imagen del conjunto de partida de f por f. 

Para toda función f se tiene f(Q) = f. 


Definición de imagen recíproca de B por f. Se llama imagen recíproca de B por f el con- 
junto de los x€ E tales que f(x)e B. Sea B un subconjunto de F y f: EF. 


SUB) =(xc E: f(x) B) = (x: para algún ye B, (x, y)ef, 
/7*(B) puede ser vacío sin que B lo sea, por ejemplo, si existe B + ¿ tal que BC F— f(A). 


Nota 1. Si A = [xj, (4) tiene solamente un elemento (f(x)j, que es una parte de F, mien- 
tras que f(x) es un elemento de F. 


Nota 2. fp) = 4, S UF) =E. 
Ejemplo 4-24. Sea E= (s,, $2, S3, 54) Y F= (ly, ta, 13). 
Defina f: EF por fis) = 1, fls2) = 11, f(53) = ty, fla) = 63 
SiA= (5, sa) =/14) = (11). Si A= (53, sí) =/(4) = (f1, 13). 
Si B=(1,, t) >f”((B) =-(s,, 52, 53). Si B= (1,) > UB) = (51, S2, 53). 
Si B=F=>f UB)=E.Si B=(1,)>f UB) = 0. 


Ejemplo 4-25. Sea E = [-3,-—2,-1,0,1,2,3),F=Nyf:x=>y= Al La imagen 


recíproca de 


B= (1,4); es 
C= (0) es 
D = (0, 3) es 
G = (4,5, 6) es 


Sea f una función que aplica el conjunto £ en (sobre) el conjunto F. Todo elemento x de E 
tiene una imagen, un elemento determinado de F: f(x). 

Recíprocamente, a un elemento y de F le corresponde el conjunto f”*(y) de puntos que 
tienen a y como imagen. 


F F 


>X 


Figura 4-16 
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Por ejemplo, en la Figura 4-16, f”*(y) incluye, para determinados y, dos O tres x. 

Puede suceder que para determinada función f la recíproca f”* sea tal que para todo y 
de la imagen f(£) el conjunto /”*(y) sea un elemento x. 

En este caso no se hace distinción entre el conjunto (x) = f”*(») y el elemento que con- 
tiene se escribe x= f”'(p). 

En estas circunstancias, f”' no es una aplicación de f(£) en P(£), sino una aplicación 
de f(E) sobre E. (Vea Fig. 4-17.) 


E F E E 


Figura 4-17 


Nota. Dos conclusiones interesantes: 


L FT. 2. SM UBICE. 

La relación 1 es una inclusión entre partes del conjunto de partida E y 2 una inclusión 
entre partes del conjunto de llegada F. 

Para el Ejemplo 4-25 se tiene: 


a) A=(-2,0)C E 


SA) = (0) = CEN 
SUI =$ UC) = (0, —1, —2, —3) 


de donde f '[/(4)] D 4. 


b) B=(14 CN 


de donde f[f”*(B)]C B. 


Nota. Si fes una biyección de £ sobre F, la imagen recíproca de Fes E y la imagen recíproca 
de todo subconjunto $ de F coincide con la imagen de S por la biyección f7!. 


Ejemplo 4-26. Sea f: R—R,; f(x) = sen x. 
== E+2Kn, = +2kn, keZ) 


Nota. Por abuso de lenguaje se identifica a (xp) con xy, y f([x0)) con f(xo). 
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RESTRICCION, PROLONGACION DE UNA FUNCION 
Definición. Sea f una función de E en F, E, CE y EC E). 


Se llama restricción de f a E, la función g de E, a F definida por Vx € E,, g(x) = f(x). 
Se llama prolongación de f a E, toda función h de E, a F y cuya restricción a E es f. 


Nota. La restricción g de fa E es única. En cambio existen varias prolongaciones h de fa E;. 


Ejemplo 4-27. Si f = ((0, 1), (2, 3), (5, 9)) y f = ((0, 1), (S, 9)). f' es una restricción de la 
función f. 

La restricción se designa por f =/|E o fz. 

Si se dan dos aplicaciones f y g cuyos conjuntos de partida contengan a un conjunto X, 
se dice que f y g coinciden en X si f(x) = g(x) para Vxe X. 


2_ 
Ejemplo 4-28. Halle una prolongación de f= ((x, y): y = za - 


== y xeR - (1)). 


2 


se e 
Solución. Como 


[A+ six Lg (a y): yx + 1 y x6R) es una pro- 


longación de f. 
Observe que la pareja que se agregó para obtener g fue (1, 2), es decir, FU (1, 2] = g. 
D, = A, = R. Mientras que D,=R — (1) y A, =R — (2). 


Ejemplo 4-29. Sean f y g funciones. ¿En qué condiciones fU g es una prolongación de f? 
¿Y de g? ¿Es FM g siempre una restricción de f y g? 


Solución. FU g es una prolongación de f y g si es una función. 


Ejemplo 4-30 Halle una prolongación de f si R es su dominio y 


3_ 
q (bs 9): y = — xeR — (1) 


Solución. FUK(, 3). 


Resultado. Sean X, X”, Y tres conjuntos, con X'CXyf:X">Y, si Y4 , 1d: X> Y, 
que prolonga a f. 


Para construir g : X > Y que prolongue a f, se escoge ce Y y se define 


Fx) sixexX” 
c sixexX 


gto) =( 


Existen otras maneras, pero ésta es la más simple. 


COMPOSICION DE FUNCIONES 


Sea N = (0, 1, 2, ...j y f la aplicación de N en N que a todo x de N hace corresponder 
el siguiente de x, es decir, z =x + 1. 
Sea g la aplicación de N en N que a todo entero u hace corresponder el cuadrado v = 
(u) = 12. 
E Como a todo x € N le corresponde por f un entero z y a todo z € N le corresponde por g 
un elemento y e N, existe una aplicación de N en N que a todo x asocia el elemento y. Esta 
aplicación se llama compuesta de f por g y se representa por gof. 
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Es decir, 
gofix>ox+2x+1=y 
Seanf: A>B y g: C>D dos aplicaciones. Si f(4) C C se puede definir una nueva 


aplicación h de A en D, componiendo f y g. 
Sea x un elemento cualquiera de A y y la imagen de x por f 


f:x>y ye ÑA)CC 
Al elemento y le corresponde por g la imagen z en D. 
g:y>z, zeg(C)CD 


Se tiene 2 = g(y) = g(/(x)). 

Procediendo de la misma manera, Vx, x € A, se define la aplicación 4 compuesta de f y g; 
se designa por h=gof. 

La aplicación h está definida por kh: x=>z = g(/(x)). 

La composición de las aplicaciones está resumida en la Figura 4-18. Observemos que el 
orden en que se dan las aplicaciones es el opuesto del orden de composición. 


Cc 
f(A) 
Ey 
A L- e D 
e y 
gof 
_- —_— 
(of) (x) 
Figura 4-18 


Definición. Dadas las aplicaciones 
FaAasB Y F¿ie0sD 
tales que fac C, el conjunto de parejas ordenadas 
[(,2):xe A y z= lgofU(x)), o Vxe A, h:x>z=h(x) = g(/(x)) 
es una función, llamada compuesta de f y g, y se designa por gof. 


Nota. Hoy día la noción de aplicación compuesta remplaza al concepto de «función de fun- 
ción», y «producto de transformaciones» que se empleó en matemáticas clásicas. 


Ejemplo 4-31. Si A=B=C=R y fx) = x?, g(x) = cos x, entonces 
(e 0flx) =cos (e) y  (foglx)=cos*x 


lo que muestra que la operación no es en general conmutativa, es decir, que f-g + gof. 
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Ejemplo 4-32. Si A= B=C = E, siendo E el espacio de la geometria elemental, f y g dos 
transformaciones (en el sentido geométrico del término), rotación, traslación, homotecia, etc., 
$ - g es entonces el «producto» de las transformaciones f y g definidas en la geometría elemental. 


Nota. En la notación f+ g se escribe primero la aplicación efectuada en segundo término y 
f a continuación. 


DA 
Ejemplo 4-33. x>x?*>2x?. (Vea Fig. 4-19.) 


> 


Ue glo = Rex) = Ax?) = 2x7) ? = 2x* 


Figura 4-19 Figura 4-20 


Ejemplo 4-34. Sea f(x) =2x — 3 una aplicación definida sobre [—2,2 ],describa a f7! y 
dibuje el grafo de f y el de f”!. Halle ff * y f of. 


Solución. Si flx,)= (42) >2x, -3=2x,-3=>x, =xz, por tanto, f es biyectiva. En- 


tonces f”! existe y está definida por f”*(y) = x, es decir, x = m2 FM= y+3 para 
cada y ef([—2, 2]), es decir, en [-7, 1]. Al remplazar y por x se obtiene f”'(x) = Y Ñ E 


para cada xe [—7, 1]. Si se muestra que fo"! =f7* o f= 1, esto caracteriza la existencia 
de la función recíproca. En efecto, (f7* > f(x) =f"*[/(0)] =f7*[(2x — 3)] = (2x — 3 + 3)2 
= x para cada xe [—2, 2), (f >" *Mx) = [UF 0] = Se + 3/2] = Ax + 3)/2 —- 3 =x, 
para cada xe [—7, 1]. Los grafos los muestra la Figura 4-20. 

Definición. Sea f una aplicación de A en B; la relación R 


x=y<=f(x) = fly), con x, ve A 


es una relación de equivalencia en A que se llama asociada a la aplicación f. 
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Descomposición canónica de una aplicación 

La función f de la definición anterior se puede descomponer en tres funciones: f,, f,,.f,, tales que 
fotis 


La función f, es la aplicación canónica de A sobre A/R. 

La función f, es una biyección de A/R sobre f<4) que a la clase de equivalencia de los 
elementos xe A tales que f(x) = f(xp) asocia el elemento f(xp) e f<A)>. 

La función f, es la aplicación canónica de f(4> en B. 


Ejemplo 4-35. La función f cuyo grafo está representado en la Figura 4-21 está descompuesta 
en f, que hace le corresponda (xp, Xx,» X2) € A/R, a xy e A; en f, que hace corresponder a 
(Xp, Xy, x2) el elemento f(xp) = f(x,) = Ax2) de f(4) y, finalmente, en f,, que hace corres- 
ponder al elemento fíxp) e f(4) el elemento f(xoJeB. 

xt ALADA(0)]] es. por tanto, la función de A en B que se buscaba. 


B|f<A> 


Figura 4-21 


Ejemplo 4-36. Considere la aplicación f del conjunto P de ciudadanos dentro del conjunto M 
de las profesiones que pueden ser ejercidas (suponiendo que cada ciudadano solo puede ejer- 
cer una profesión a la vez y que P está compuesto de adultos para que f sea una aplicación). 
Se define la relación de equivalencia en P por la relación «ejercer la misma profesión». Po- 
demos entonces descomponer a f en tres funciones: f,, f2, fz. La función f, hará corresponder 
a un ciudadano la clase de equivalencia de los ciudadanos que ejerzan su misma profesión; 
la función /, hará corresponder a esos ciudadanos la profesión que ejercen (esto es ahora un 
elemento XP) € M). Finalmente, la función f, hará corresponder a cada profesión ejercida, 
por un ciudadano como mínimo, esta misma profesión en el conjunto general M. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Funciones 


Seta ¿Cuáles de los diagramas de la Figura 4-22 definen una aplicación del 
conjunto E = fa, b, c) en el conjunto F= (1, 2, 3, 4)? 


PERS 
51, No. Porque al elemento c no se le hace corresponder ningún elemento. 
2. No. Porque los elementos 1 y 4 se corresponden al b. Por definición de función, solamente se le 


puede asignar un solo elemento en el codominio. 


CE 
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E F E F 
| pa 
o] 
(1) a) 
Figura 4-22 


Sea f: R>R definida por 


3x—1, six>3 
FO = 2, si -23x<3 
2x +3, six<-—2 


a) Como 2 pertenece al intervalo cerrado [—2, 3], se emplea la fórmula f(x) = x? — 2. 


b) Como 4 pertenece a ]3, oo[, se emplea la fórmula f(x) = 3x — 1. Entonces f(4) = 11. 

e) Como —1 pertenece al intervalo [—2,3], se emplea la fórmula f(x) =x? — 2. Entonces 
N=D)=-1. 

d) Como —3 pertenece a ]—<0, —2[, se emplea la fórmula f(x) = 2x + 3. Entonces f(—3) = —-3. 


¿Cuántas aplicaciones distintas se pueden construir del conjunto E = 
fa, b,c) a F= (1,0)? 


Los diagramas de la Figura 4-23 dan el total de dichas aplicaciones. 


ERP BY LE 
Íf yA £ 
Xx 
[7 ¡Wien 
14 SS JA 


Figura 4-23 
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"Problema 4-4 Sea E = (1, 2, 3, 4). Determine cuáles de las siguientes relaciones son 


aplicaciones de E en E. 
a) f=1(2,3), (1, 4), (2, 1), (3, 2), (4, 4)). 
5 g=(6, 1D, (4,2), (1, 1)). 
c) h=4Q,1), 3,4) (1,4), (2, 1), (4, 4)). 


ds nt Recuerde que un subconjunto de £ x E es una aplicación si todo a€ E es la primera 
coorienada de exactamente una pareja de f. 

a) No. Porque las parejas (2, 3) y (2, 1) tienen las primeras coordenadas iguales. 

b) No. 2 no aparece como primera coordenada de ninguna pareja. 

c) Si. El hecho de que la pareja (2,1) se repita no afecta el resultado. 


“Problema 481 Si E= (1, 2, 3, 4, 5) la función f: E> E está definida por la Figu- 


ra 4-24, 

a) Halle el conjunto de valores de f. Halle el grafo de f. 

b) Si E =(-—2, —1,0, 1, 2), defina la función f: E +R por la fórmula f(x) = 1? + 1. 
Halle el conjunto de valores de f 


Figura 4-24 


úl a a) El conjunto de valores de f son los puntos imágenes, es decir, (2, 3, 5). El grafo de f 
es G =((1,3), (2,5), (3, 5), (4, 2)). 
b) Las imágenes de los elementos de E son: 


fEY=5 
K-1)=2 
FO) =1 
M0) =2 
) =5 


Es decir, el conjunto de valores de f es (5, 2, 1, 2, 


2 


= (5,2, 1). 


Si E = [a, b, c, d, e) y F son las letras del alfabeto; si las funciones f, 
g y h están definidas por los siguientes diagramas: 


ar a>a a>z 
b=>a bc b>y 
c>'s ce c>x 
d>or d>or d>y 
ese e-—+3 ez>z 
f g h 


¿diga cuáles de las funciones son inyectivas? 
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sees 1, f noes 1 — 1, puesto que a a y d les hace corresponder r. 
2. gesta, 
3. hnoes 1— 1, puesto que h(a) = h(e). 


$» Sea A = [-1,1] = (x:-1<xs<1), 
B=[1,3] y C=[-3, -1]. 


Sean las funciones f.:4A>R 
f.:B>R 
f:C>R 


definidas por la siguiente regla: a cada número se le asigna su cuadrado. ¿Cuáles de las fun- 
ciones son inyectivas? 

b) Halle el intervalo máximo D en el cual la fórmula f(x) = x? define una función in- 
yectiva. 

c) ¿En qué conjunto A es la función idéntica /, : A > A inyectiva? 


as 


a) La función f : A—>R no es inyectiva, puesto que /,(4) = f,(—4), es decir, que a 
dos números distintos del dominio se les asigna la misma imagen. 

La función f, : B=>R es inyectiva, puesto que los cuadrados de números positivos distintos son di- 
ferentes. 

La función f¿: C > R es inyectiva, porque los cuadrados de números negativos diferentes son di- 
ferentes. 

b) Como el intervalo D contiene solamente a los números positivos o los negativos, pero no ambos, 
la función es inyectiva. D puede ser uno de los intervalos [0, oo[ o ]—<o, 0]. Puede haber otros intervalos 
infinitos en los cuales f sea inyectiva, pero son subconjuntos de uno de los dos anteriores. 

c) A puede ser cualquier conjunto. La función idéntica siempre es inyectiva. 


Y a) Sea f: E=> F. Halle el conjunto de valores de f si f es una fun- 
ción sobreyectiva. 
b) Sea E=|[-—1, 1]. Defina las funciones g y h de E en E por 


glo) =x, h(x) = sen x 


¿Qué función es sobreyectiva? 
c) ¿Es la función constante sobreyectiva? 
d) ¿En qué conjuntos es la función idéntica sobreyectiva? 
e) En el Problema 4-7, ¿cuáles de las funciones son sobreyectivas? 


a) Como la función es sobreyectiva, entonces todo elemento del codominio de f está 
en el conjunto de valores; entonces f(£) = 

b) La función h no es sobreyectiva porque no hay un número xe€£ tal que senx= 1. 

c) Si el codominio de una función f está formado por un solo elemento, entonces f es siempre la fun- 
ción constante y es sobreyectiva. 

d) La función idéntica es siempre sobreyectiva; por tanto, A puede ser cualquier conjunto. 

€) Ninguna de las funciones es sobreyectiva. 


as 


Sean las funciones f: X > Y y g : Y > Z definidas por la Figura 4-25. 
a) Halle la función compuesta y el conjunto de valores gof, 
b) Sea E= (1,2, 3, 4, 5) y las funciones f: E> E y g : E > E definidas de la siguiente 
manera: 
SO) =3, 102) =5, 13) =3, $4) = 1, 8) =2>f=((1, 3), (2, 5), G, 3), (4, D), (5, 2) 
g(1) = 4, 2) = 1, g(3) = 1, e(4) =2, g(5) = 3>8g = ((1, 4), (2, 1D), GB, 1), (4, 2), (5, 3) 
Halle gof y fog. 
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LN 
L 2 | 
e : 


Figura 2-25 


c) Seaf:R=>R y g: R>R definidas por 
FO) = ? —2lx), g(x) = 7 +1 


Halle (8 2/03), (fo 22), (8 «S1—4), > 8)(5). 
Además halle fog y gof. 


z Solución a) Según la definición de función compuesta, se tiene que 
(g= fa) = gUa)) = g(y) =1 
(e > fNb) = gU)) = g(x) =s 

, (go fc) = glfc)) = glp) =1 

El conjunto de valores es: (5,t) 

b) Según la definición de función compuesta, se tiene que 


YU egX1) = fe) =/4)=1 (82001) =801))= 23) = 1 
U > 20) =/60)=A0=3 (ge 12) = 8012)) = 8(5) = 3 
U223)=/66)=A0=3 > 06) = 268) =80)= 1 
UU 24) = EM) =f2)=5 (82 /X4) = gU04) = g(1) = 4 
Ue 88) = 5) =fB)=3 (82/08) = 8015) = 82) = 1 


Nota. Observe que las funciones fo g y g<f no son iguales. Puesto que 
f>8 =4(1, 1), (2, 3), (3, 3), (4, 5), (5,3), y go =1(1, 1), (2, 3) GB, 0, (4, 4), (S, 1) 


0) (89 Mx) = gx) = gía? — 2]x)) = (0? — 2/x]P + 1= x* — 4lx]x? + 4[x]? + 1 
Wo 20) = Sex) = 0 + 1)= (024 19 2 lx 4 1] 04 2? 4 1 — 2]? 4 11 
(Eo 8) = 3* — 4/3)3? + 4]3)? + 1= 10 
Uos-2) = (2) + 2-2) +1 21(-2P + 1] = 15 
(> N-4) = (9) — 4) -4[(-4P + 4] -4]* + 1= 65 
Vo 85) = (5 + ASP + 1—2]5 + 1] = 624 


Sea E= (1, 2, 3, 4, 5). Sea f: E> E definida por la Figura 4-26. 
E E 
1 
== 
pa 3 
¡+ 


Figura 4-26 
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a) Halle f7'(2) $78), $74), $1, 2), $*(2, 3, 4). 
b) Sea f: R=R definida por la fórmula f(x) = sen x. Halle 


O e O O E RU 


c) Sif: E> F. Halle f” *(/(E)), es decir, la imagen recíproca del conjunto de valores de f. 


Solución 


a 0=(4) 
e 1(3) = é, puesto que 3 no es la imagen de ningún elemento del dominio. 
f 14) = [1, 3, 5), porque /(1) = 4, (5) = 4 y 4 no es la imagen de ningún otro 
elemento. 
FS (11,23) = (2,4). 
SF *(QQ, 3, 4)) = (4, 1,3, 5). 
E) Le las a 2, 0,2, 2m,...) =(x:x=»5.1, neZ). 
2 lx:x= ¿+ + 2an, ne Z). 
3. e. 


4. R= conjunto de los números reales. 
c) Como la imagen de cualquier elemento en E está en el conjunto de valores de f, 


SINE) =E 


S + Sea E = (1,2,3,4, 5, 6) y F= (1,2, 3, 4). El conjunto f de puntos del 
diagrama de ExPFen la Pigura 4-27 es una función de E en F. 
a) Halle f(2), 1(4) $), $74) y [x:xeR, f(x) < 3). 
b) Si h es un conjunto de puntos de E x F, que es una función de E en F: 
1. Si cada recta horizontal contiene a lo más un punto de h, ¿qué tipo de función es h? 
2. Sicada recta horizontal contiene por lo menos un punto de h, ¿qué tipo de función es 4? 


Figura 4-27 


a) Según la Figura 4-27, f(4)=1, /(2)=4, $718) = (3), 74) = (2,6). 

Como f(1) =2, f(2)= 4, fI3) =3, [(4)= 1, AS) =2, AI6) = 4. El conjunto (x: xeR, f(x) < 3) 
está formado por los elementos de R cuya imagen es menor que 3, es decir, cuya imagen es 1 o 2, 
El conjunto es (1, 4, 5). 

b) 1. Sicada recta horizontal contiene alo más un punto de h, entonces Á(x) es vacío o está forma- 
do por un solo elemento en E y h es una inyección. 

2. Si cada recta horizontal contiene por lo menos un punto de h, entonces h(E) no es vacío. Por tanto, 
h es una sobreyección. 


s a) ¿En qué condiciones el siguiente conjunto de parejas ordenadas 
f=((1, 5), GB, 1), (4, 7), (2, —3)) define una función de E en F? 
b) Si E= (a, b, c, d), el conjunto f = ((a, b), (b, d), (c, a), (d, c)) es una inyección de 
E en E. Halle la función recíproca. 
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a) fesuna función de E en F si f es un subconjunto de E x F y cada elemento de E es 
el primer elemento de una, y solamente una, pareja de f. Entonces 


E=(1,3,4, -2) y F=1(5,1,7,-3) 
b) Para hallar la función recíproca basta invertir el orden de las parejas, es decir, 


f* = ((b,a), (d, b), (a, c), (c, d)) 


E, a) Sea E=(1, 2, 3, 4, 5) y sean f:E> E,g:E>E,h: E> E defi- 
nidás por los diagramas de la Figura 4-28. 


Figura 4-28 


¿Cuáles de estas aplicaciones tienen recíproca? 
b) Sea E=[—1, 1]. Sean f,, fa, f3, fa aplicaciones de E en E definidas por 


fid=x. 2. fa(x)=senx. 3. fai(x)= sen xx. 


¿Cuáles de dichas aplicaciones tienen recíproca? 


Cc) Seaf: R—>R definida por f(x) = 2x — 3. Como es una biyección, halle una fórmula 
de su recíproca f”?*. Sea g : R—>R definida por g(x) = x? + 5. Como g es biyectiva, halle 
una fórmula que dé su recíproca g”?. 


Solución a) Como para que una aplicación tenga recíproca es necesario y suficiente que sea bi- 
yectiva, entonces kh es la única que tiene una recíproca. 
b) 1. f, es inyectiva, puesto que x + y implica que x* + y*, Además es sobreyectiva. Entonces 
posee una aplicación recíproca. 
2. f, es una aplicación inyectiva, pero no sobreyectiva; por tanto, no tiene recíproca. 
J3 tiene recíproca, puesto que es una biyección. 
e) Como y = f(x) =2x — 3, entonces x= f”*'(y), es decir, x = (y + 3)/2. Por tanto, f”'(x) = 
(x + 3)/2. Para calcular la recíproca de g basta resolver la ecuación y = x? + 5 para x en términos de y, 


es decir, 
yos5= y x=JyYp-5 


2) =y/x=5 


"Problema 4-14 a) Dé un ejemplo de función de N a un subconjunto propio de N 


que no sea una biyección. 
b) Una inyección de N a un subconjunto propio de N. 
c) De Z a un subconjunto propio de Z, que no sea una inyección. 
d) Una inyección de Z a un subconjunto propio de Z. 
e) Una función de R a N. 
f) Una función de R a N tal que para todo x, f(x) + x. 
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Solución — por ejemplo: a) f= [(1.0/neN). 
6) F= [mn + DneN). 
) f=((m0/neZ). 
(e, 2m)/n € Z). 
e f=(x.0/xeR). 
D T=((0/xeR— (03) U ((0, 1)). 


Teorema. Si f es una biyección de E sobre F, existe la aplicación 
recíproca de ñ escrita f”*, que es una biyección de F sobre E. 


Demostración. a) Existencia de f”*. Sea f una biyección de £ sobre F. Entonces Vy € F, 3x € E; flx) = y 
norque f es sobreyectiva. Además, el elemento x es único porque f es inyectiva 


x4x>y¿% f(x) 


Esto muestra que la relación binaria f—' es una relación funcional, que se llama la aplicación recíproca de 
$, y se escribe f”*. 


Nota. f*:F=>E,f*:y>x=f Uy). 
La aplicación reciproca f”*, de f, se define por 


x= Uy) =y= Ax) 
b) f7* es una biyección. 


Es sobreyectiva porque Vx € E, fíx) = y existe; entonces f”*(y) = x. Es inyectiva porque x=x'=> 
fx) = f(x") (porque f está definida). Es decir, /7 (y) = 79). y = y". 


E 


6 Sea f: E>F una aplicación de E en F. 
Verifique las siguientes relaciones: 

1. ACF UNA) V parte A de E. 

2. BI UB) V parte B de F. 


Demostración 1. Razón. 
Sea xe A Elección arbitraria. 
Para algún yeF, (x,y)ef Definición de función, dominio de f= E. 
xeAk(x,y)ef>yefl4) Definición de imagen. 
yeflA) 8 (x,y)ef>xef "[ñA)] Definición de imagen recíproca. 
Demostración 2. 
Sea ye f[f UB)] Elección arbitraria. 
Para algún xe f” U(B). (x,y)ef Definición de imagen recíproca. 
xef '(B) para algún y e B, (x,y)ef Definición de imagen recíproca. 
(y ef 8 lx y)ef=y=y' Definición de función. 
yEB Líneas 3 y 4. 
Otra demostración. 
Sea ye f[f£ (BN Elección arbitraria. 
Para algún xef"(B). flx)= y Definición de imagen. 
xef (B)> flx)e B Definición de imagen recíproca. 
yeB Lineas 2 y 3. 


Nota. En general, no se puede remplazar en las relaciones 1 y 2 el signo de inclusión por el de igualdad. 

En general, A + f”'[f(4)]. Considere los conjuntos S = (a,, a,, az, as) y T= [b,, bz, b3). Defina 
F:S>T por fía) =0b,, fa) =0b,. flas)=b, y fa) =b,. Sea A= las, a) > 14) = (b,) y 
FIA] = 17401) = lay, 27, 43) 44. 

En general, f[f”'(B)] + B. Considere los conjuntos S = (s,, s,, $3] y T= [f,, tz, 3) con f : S>T 
definida por f(s1)= ty, fls2) =41 y flss) = L,. Sea B= (1), 13) => SL U(B)] = flss)) = [t2) + B. 
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Sea f una aplicación de E en F. Sean A, y Az dos partes de E, entonces 
1. A, C4Az > f(41) CÑAs). 

2. f(4, U 42) = M41) UNAS). 

3. FA, N As) CMA) N AA). 

Se cumple la igualdad en el caso de que f sea inyectiva. 

Empleando la función pr, : A, x A, > Ay, dé un ejemplo para el cual 


NALDA) FSADOSA) 
4. FA — ALYDNÑAN) SU). 


La igualdad se cumple en el caso de que f sea inyectiva. 

Sean B, y B, partes de F, entonces: 

Y. B,CB,=>f UB) Cf UBa). 

2. PUBLUB)=f 5U(B)US Ba). le 

3. PUBLNB)= SUBIO UB). 

4. PUB, B) =P UB) FS UB). 
Demostración 3. 

Sea y e FIA, N 42) 

Para algún xe 4, M Az (1y)ef 

XEA, Y XEÁz 

xeA, y (x,y)ef>> ye fA1) 

xEAz y (x,y)ef=> y e/(42) 

yEÑNANONS (42) 


Razón. 


Elección arbitraria. 
Definición de imagen. 
Definición de intersección. 
Definición de imagen. 
Definición de imagen. 
Definición de intersección. 


Si f es inyectiva, la igualdad se cumple, puesto que f(4,) N 42) C f(4, MN 42). Para ver que 
JAN A) + ÑA1) NM 1142) basta tomar a A, =R, A,=R y sea pr, : R? >R definida por f(x, y) = y. 
Sea A, la recta x= 1 y 4, la recta x= 2. 4,1142 =0 y Ñ41) = fíA2) =R. 


Nota. Si A es una parte de E, f”'[AA)J] O A. 
Si B es una parte de F, /[/"(B)]] = BN AE). 


Demostración 4. Sea y E f(A,), lo cual implica que si (x, y) € f, entonces x A; por definición de imagen. 
En el caso de que f sea inyectiva se cumple la igualdad, puesto que ÑÍA, — A2) C NIA1) — S(A2). 


Demostración 1". Razón. 


Sea xe f “(B,) 

Para algún ye B,, (x, y)e f 

y€B, y B, CB, entonces y € B, 
yEB) y (x, y)€ f, entonces xe f”*(B,) 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de C. 

Definición de imagen recíproca, 


Demostración 2'. Parte 1. 


Sea xef UB) Uf U(B,) 

xef (Bj) o xef (B,) 

Para algún yeB,, (x, y)ef o para algún 
yEBz, (x,y)Jef 

Para algún ye B, U B,, (x, y)ef 
xef”(B, UB») 


Parte HH. 


Sea xe f UB, U B,) 

Para algún ye B, UB), (x, y)ef 
yeB, o yeB, 

xef (By) o xef”*"(B,) 
xef(B)US UB) 


Elección arbitraria. 
Defirición de U. 


Definición de imagen recíproca. 
Definición de U- 
Definición de imagen recíproca. 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de U. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de U. 


FUNCIONES Y APLICACIONES 


Otra demostración de la Parte II. 


Sea xe f”U(B, U Ba) 
Fx)eB, UB, 

/fx)eB, o fix)e Ba 
xef (Bi) o xef (B,) 
xef (B)UF UB) 


Demostración 3'. Parte 1. 


Sea xef UB)NS (Bs) 

xef By) y xef (B,) 

Para algún yeB,,(x, y)ef, y para algún 
y'€B», (x, y')€ f, entonces y = y" 
(xy)ef y (x, y') e f implica que y = y" 
yeBL NB, 

JEBINB, y (x% y)ef implica que 
xef UB, N Ba) 


Parte 1. 


Sea xef” UB, N Bz) 

Para algún yeB, NM B,, (x,y)€ f 
yeB, y yeB, 

xef (By) y xef UB) 
xefUBYNS UB.) 


Otra demostración de 3". Parte 1. 
Sea xef UB)NS UB) 
xef UB.) y xef “UB,) 
JW)eB, y fx) eB, 
SfeB NB, 
xef (B,NB,) 


Parte 11. 


Sea xe f (B, N B,) 
f)eB NB, 

S)EB, y fx) e Ba 
xef UB) y xef UB,) 
xef (B)Nf UB) 


Demostración de 4'. Parte 1. 


Sea xe f UB,) — f UB.) 

xefUB,) y x¿f U(B,) 

xef”'(B,) implica que para algún y € B,, 
(1yef 

xd f7(B,), entonces si (x, y) € /, entonces 
y4Ba 

yeB,-—B, 

yeB,—B, y (x, y)ef implica que 
xef UB, — B,) 


Parte 11. 


xef UB, — B,) 

Para algún y€ B, — B,, (x,y)ef 
yEB, y yéB, 

yEB, y (x, y) e f implica xe f”'(B,) 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de U. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de U. 


Elección arbitraria. 
Definición de NM. 


Definición de imagen recíproca. 
Definición de función. 
Definición de f. 


Definición de imagen recíproca. 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de (A. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de M. 


Elección arbitraria. 

Definición de (. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de [(”. 

Definición de imagen recíproca. 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de (. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de NM. ¿ 


Elección arbitraria. 
Definición de complemento. 
Definición de imagen recíproca. 


Definición de imagen recíproca. 
Definición de complemento y pasos 3, 4. 


Definición de imagen recíproca. 


Elección arbitraria. 

Definición de imagen recíproca. 
Definición de complemento. : 
Definición de imagen recíproca. 
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Si (x, y')e f entonces y = y”, por tanto, y'¿ B, Definición de función. , 
xéf UB.) Definición de imagen recíproca (línea 5). 
xef UB) -— $ UB,) Definición de complemento. 


Otra demostración de 4'. Parte I. 


Sea xe f UB¡) — f "B,) Elección arbitraria. 

xef UB) y xéf” UB,) Definición de complemento. 
SfOeB, y fé Bs Definición de imagen recíproca. 
/Ax)eB, — B, Definición de complemento. 
xef UB, — B,) Definición de imagen recíproca. 

Parte II, 

Sea xef”(B, — B,) Elección arbitraria. 

fx)eB, — Ba Definición de imagen recíproca. 
fo)EB, y 0) 4 B, Definición de complemento. 
xef UB) y xéf UB,) Definición de imagen recíproca. 
xef UB.) - f UB) Definición de complemento. 


Teorema. Sea f : A= B una aplicación; la igualdad de las imágenes 
por f en el conjunto de llegada B implica la equivalencia de los elementos de partida en A. 


Xx = Xx f(x1) = flx2) 
(equivalencia en 4) (igualdad en B) 


Demostración. 
a) Vx, x= x entonces f(x) = f(x). Reflexiva. 
DB) x1=x> f(x) = fx) 
fo) = 2) => fr) = fr) > x=. — Simétrica. 
c) da e E q) > fx) = Ax) => x= 
De donde: 
2% 


>xX=x, 
al Ss 5 


Esto muestra que toda relación de equivalencia se puede obtener a partir de una igualdad en un 
conjunto. 


Sea f: A—> B, con A= (-3, -2, —1, 0, 1, 2, 3) y 


+» xsix>0 
B=N = natural z A =1 a 
aturales y f: x > y 2 idad 


Dé las clases de equivalencia correspondientes al problema anterior. (Vea Figs. 4-29 
y 430.) 


- La cruz indica los casos que corresponden a las parejas (x, f(x)). 
Como todo elemento x tiene una imagen única f(x), cada columna de la tabla contiene una cruz, 


y solo una. 
. Los elementos de 4 se reparten en cuatro clases de equivalencia: 
€, = (3, -2, -1, 0) HC) = (0 
C, = (1) NC) = (1) 
C,=() NC) = Ei 
3 


Cs = (3) NO) = 1 
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Tabla de Ax N 


Figura 4-29 Figura 4-30 


En la tabla de A x N, a dos elementos equivalentes de A corresponden dos cruces situadas sobre la 
misma fila. 


] *5é%". La compuesta go f de las inyecciones f : A>Byg: B>C es una 
inyección de A > C. 


Demostración. Se debe mostrar que para todo x, ye 4 


x+y > (220) + (8-00) 


Como f es una inyección, x + y= f(x) + f(y). 


A B Cc 
E f A 
Figura 4-31 


Como g es una inyección, fx) + f(») => 01) + 240). 


Figura 4-32 
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Como (g + fx) = gU(x)) y (€ > f10) = gU0»)) se ha demostrado que 
x+y> (809/00) + (22/00) 


Figura 4-33 


, : i La compuesta g <f de las sobreyecciones f: A>Byg:B=>C es 
una obran gof: A=>C. 


Demostración. Basta mostrar que (g + f14) = C. En efecto, 


(e > PA) = gUA)) 
g(B) (porque f(4) = B por ser f sobreyectiva) 
=( 


La compuesta de dos biyecciones, f: A>B y g:B>C, es una 


biyección f : A >C 


Demostración. En efecto, sea z = g(y), por g, z es la imagen de un elemento único y, y € B. Por f, y es la 
imagen de un elemento único x, 
go f es biyectiva. 


€ A. Asi, por g > f, z es la imagen del elemento único x, x € E. Entonces 


2 Sean f: A>B, 2: B>C, h: C=D aplicaciones. 
Entonces (ho g)of = ho (go f). 
Demostración. Sea x€ A. 
[(h > g)0 FI) = (1 2) = MEU) 
[h> (g< DIG) = h[te < fx] = AUD) 
Como las dos aplicaciones tienen el mismo conjunto de partida A y el mismo conjunto de llegada D y como 
toman el mismo valor cualquiera que sea x€ A, entonces son iguales. 
Esto permite eliminar los paréntesis 


holgsf)=(hog)lof =h=g>=f 


Esta propiedad se puede representar por la Figura 4-34. 


hogof 
Figura 4-34 
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Si f es una biyección de un conjunto E sobre conjunto F, entonces 


fof*t=1pyf*of=1p 


Demostración. a) En efecto, VWyeF, f2f 0) = fla), y = Ax). 
Entonces fo f”My)= y y fof”! =1p. 
b) En efecto, Vxe E, "> f(x) = f/f»), y = f(x). 
Entonces f7*o f(x)=x y S*>f= lg 
Nota. Si f es una biyección de E sobre E (permutación), f”* es también una permutación de E, tal que 


Pf tf Uef = 1 


25. Sea $ el conjunto de las aplicaciones de un conjunto E en un conjunto F 
ySel conjunto de aplicaciones de F en E. Si existe una aplicación h € $, tal que fo h = 1, => 
la aplicación fe $ es sobreyectiva. 


Demostración. Supongamos que existe h tal que foA= lp. 
Entonces Vye F, f=h(y)= f, hy) = 
Por consiguiente, basta tomar x = h(y) para que f(x) = 


Si existe una aplicación g e $ tal que g + f = 15, entonces la aplicación 


Jfef es inyectiva. 


Demostración. Supongamos que existe g tal que go f = 1g. Entonces 


FS) = f)=>80 fx) = 80 fx) 


gof)=1ll0=x y go) =1(x)=x 


Entonces f(x) = f(x) >x= x'. 


Para una aplicación f e $ existen aplicaciones h y g de S que verifican 
foh=1p he g0of= lg 
si, y solamente si, f es biyectiva. Entonces g = h. 


Demostración. La condición es necesaria por los 4-25 y 4-26 precedentes. 
Suponga que f es biyectiva. Entonces existe f”* y 


ff*=l y fiof=1l 


Para demostrar que g = h = f”!, se va a demostrar que toda aplicación g y toda aplicación h, que 
verifican 4-25 y 4-26, son iguales. 


En efecto, 
ENoh=go(foh) 
de ar et 
golfeh)=g0l+=8 


Entonces h = 8, (=f7!). 
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Si f y g son aplicaciones biyectivas de f: A>B, g:B=>C= 
EspN*=f og". 


Demostración 1. Sea z€C. 


le- Dt) = 2110] => 0) =g7 porque g es biyectiva 
Fe '(2)) porque f es biyectiva —.. (gof'=f og” 


>x 


Demostración 2. 
Uigdren=S pego 
=f olpof, por 4-23 
=fiof=1 por 4-24 
Srog"=(f80” 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Dados los conjuntos A = (a, bh, c, d, ej y B= (1, 2, 3, 4), sea f definida por 
b=2 

fic=4 

d=1 


¿Es f una función o una aplicación? Dé el conjunto de partida y el conjunto de llegada. ¿Es f inyec- 
tiva? ¿Cuál es el conjunto de valores? ¿Es biyectiva? 


2. Dado el conjunto E = (1, 2, 3, 4, 5), se define f por 
six<2=fx)=3 

fisix>2>flx)=4 

ix=2>f)=1 


¿Cuál es la naturaleza de f? Construya su grafo. Estudie f7!. 
3. Dado el conjunto A = [I, 2, 3, 4, 5), se considera la función f definida por 
xo fx)=x-1 six*l 
$ 
x=1>fa)=5 
Estudie el grafo y la representación gráfica de f. ¿Cuál es la naturaleza de f? Estudie f”*. 
4. Dado el conjunto E = (1, 2, 3, 4, 5) en Ej considere el grafo 
G=((Q,1), (1,4), (3, 5), (4, 2) 
¿Es un grafo funcional? Muestre que G permite definir una correspondencia f y una relación binaria GR. 
5. Explique las siguientes implicaciones: 
f inyectiva > f""[fAA)] = A 
f sobreyectiva > f[f” *(B)] = B 
Considere las reciprocas de las dos implicaciones. 
6. Muestre que la función idéntica /¿ es una biyección. 
(3x1 si x>3 
7. Seaf: R => definida por: f(x)=% x—2si -2<x<3 
2x +3 six<-2, 
1. Halle: f (2), f(4), F(—1), F(-3),£716), F7U3); f—1((1,2)). 
2. Halle fl; fofifofofif of”. 
8. Sea E =(-5,-4, 3, -2,—1, 0, 1,2,3,4,5). y funa aplicación de E en E definida por: 


x>f(x)= 2%. 
2x1 


10. 


1. 


12. 
13. 


14. 


15. 


16. 


E 


18. 


19. 


20. 


21. 


FUNCIONES Y APLICACIONES 145 


1. Determinar el grafo G de f y construir un diagrama sagital de G. 
2, ¿Cuál es la naturaleza de f? 
3. Definir f ”* partiendo del grafo G, -1 y después por la relación que da a /"*(x). 


1 
Sii yo Son funciones de R > R 
;- ; 


a) Defina feg, gof. g>8. Dé los dominios de cada función, 
b) Sise toma h=fog,k=g>f,e=g>8,1= fo(g>f), forme la tabla de composición de las 
seis aplicaciones 
8 ls 


11 


pos 4 s 
c) Verifique que las seis aplicaciones son biyecciones de E = (3, TRE 4) sobre sí mismo. 


Sea f la función f(x) = 2x — 1 definida sobre R. Dibuje el grafo de g< f si g es la función: 
a) g(x) =[x] (parte entera de x); b) gx) = (xl; d :0)=x. 


Una función f : R>R es par si f(—x) = f(x) para todo x, e impar si f(—x) = — f(x) para todo x. 
a) Si f es par (y la compuesta está definida), muestre que go f es par. 
b) Si f y g son impares (y la compuesta está definida), muestre que g > f y f e g son pares. 


Si f está definida sobre [—2,3] por f(x) = 3x — 2, determine f7!, PP, PP. 


Si f(x) = |x| y gíx) = [x] = (parte entera de x) están definidas sobre R, determine f o g y g > f. ¿Existe 
alguna diferencia entre f y f? o entre g y g?? ¿Por qué estas dos funciones no tienen inversa? 


Si f y g son funciones, ¿es posible que: a) f - g sea invertible, sin que f y g no sean ambas invertibles; 
b) f « g definida, pero no invertible, aunque f y g sean invertibles? 


SiE= (1,2, 3, 4,5) y f = ((1, 2), (2, 3)) es una función de E > E, ¿por qué no es una aplicación? 


S DY oa 7 5 
La correspondencia x => -3 no es una aplicación de Q > Q. ¿Qué puntos se deben eliminar 


” —2x 
del conjunto de partida para que la correspondencia sea una aplicación? 
Sea E= —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5) y una aplicación de E + Z definida por 

fixoxi—8x + 14x? + 8x — 15 


¿Cuáles son las clases de equivalencia inducidas por f en E? 


Sea P el conjunto de los poligonos convexos del plano. A todo polígono se le hace corresponder la 
suma: 


aj De los ángulos interiores. b) De los ángulos exteriores. 


Estudie estas aplicaciones de P en R*. ¿Cuáles son las clases de equivalencia inducidas por estas apli- 
caciones? 


Sea f la aplicación de E=(x:x€Z, |x| < 5) en Z definida por 
fixox=x 
Halle las clases de equivalencia determinadas por f en E. 


A todo elemento x € N*, se le hace corresponder el resto y > 0 de la división de x por 7. Halle f(N*). 
¿Cuáles son las clases de equivalencia inducidas por f en N*? 


Sea f la aplicación de Po(1) en Q definida por f: x= T ¿Es una inyección? ¿Una sobre- 
x= 


yección”? ¿Cuál es la imagen de 5/7? ¿Qué elemento tiene por imagen 1/4? 
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22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 
30. 


31. 


32. 
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Muestre que las aplicaciones e : x=>x 
fi —x 
g:x>l/x 
h:x=—1/x 

son biyecciones de E=(—2, —3, —1, 3, 1, 2) en E. 


Considere las aplicaciones siguientes de N en N: 


 :n—=(n) = número de divisores de n 
o n= (1) = suma de los divisores de n. 


¿Qué puede decir de n si p(n) es impar? 
Halle los números «perfectos», es decir, los números n, tales que pg(n) = 2n. 
Sea E= (1,2,3,..., 12) y las aplicaciones f : x > y, donde y es el número de factores primos en 
la descomposición de x 
E o E 
g: x =>, donde z es el número de factores primos diferentes en la descomposición de x. 


x=PMDR, PR 2 NM 


Estudie esas aplicaciones. 


A cada número natural ne N se hace corresponder el conjunto de sus factores primos. 
Ejemplo. 12>(2, 3). 75>1(3, 5). 


Estudie esta aplicación de N en C(P) con P el conjunto de los números primos. 


Sea f una aplicación de Q en sí mismo definida por 
f:ix>ax+b a,beQ 


Muestre que f es biyectiva ssi a + 0. ¿Con cuáles condiciones f coincide con la biyección f”*? 


Sea E= (a,b) y F=(de f). 

¿Cuántas funciones se pueden definir de E en FF? 
¿Cuántas aplicaciones se pueden definir de E sobre F? 
¿Cuántas inyecciones se pueden definir de E en F? 


¿Cuántas biyecciones se pueden definir de E sobre sí mismo si E contiene 2 elementos, 3 elemen- 
tos, ..., n elementos? 


Sea f una aplicación biyectiva de E sobre F y A un subconjunto de E. Mostrar que f(E-A)=F—f(A) 


En Z considere los subconjuntos A = (-3, —-2, —1,0, 1) y B=(-1,0, 1, 2, 4) y ha aplica- 
ción f:x=x. 
Dé los elementos de f(4), f1B), ÑAN B), FÑAUB), MNAJU SB), NA) N AB). 


Sea A = (1, 9, 17, 25, 44, 697, 22.885, 999.999). Se considera la relación de A > N, x€A, y EN: es 
la suma de las cifras de x. 


. ¿Esla relación funcional? 

. ¿Es una aplicación? 

. ¿Qué tipo de aplicación es? 

Se considera la misma relación de N > N y se compone la relación de A > N con la de N > N. 
Indicar las imágenes de los diferentes elementos de A por la relación compuesta. 

5. ¿Es la relación compuesta una función? ¿Una aplicación? ¿Una biyección? 


pon 


Sea E = [-3, —1,.0, 2) un conjunto ordenado por la relación <. Muestre que la aplicación f : x > x? 
no conserva la relación de orden. 


33. 


34. 


39. 


45. 


47. 
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Sea Z ordenado por la relación >. Muestre que la aplicación f: x > ax + ba, be Z, conserva la re- 
lación de orden si a > 0, es decir, x, > x, > f(x,) > f(x). ¿Qué sucede si a < 0? 


(+2) 


Determinar g=/ > f y f”? sif esla función de R— R definida por /(x) = “54 


2. Determinar la función recíproca de g. 

3. Determinar g o f y fo 8, si f y g son las aplicaciones de R* > R, definidas por f (x)= 
Vag (x) =x?. 

SeaA=/0,1,2,..., 18,19, 20). Sea x un entero cualesquiera; sea y el número que se obtiene 
al remplazar cada cifra por otra, de la siguiente manera: O por 1, 1 por 2,...,8por 9, 9 por 0. 
Así si x=14, y =25. 

1. ¿La relación de x con y es una relación en A? 

2. ¿Es una relación de A en N? ¿Una función de A en N? ¿Una aplicación de A en N? 

3. Sea f dicha aplicación. Formar f ( (9, 18, 20 ) ). 


¿Cuándo es la unión de dos aplicaciones una aplicación? ¿Cuándo es la intersección de dos a- 
plicaciones una aplicación? 


¿Qué tipo de aplicación es la definida por f= R?* >R? de la forma: f[(a,, az, ay, )] 
= (a, + a7, 03)? 


Sea f una aplicación de N en N, que a todo natural le asocia el número de sus decenas. 
a) ¿Cuáles son las cualidades de f? h) Represente gráficamente la restricción f* de f al conjunto 
0<x< 120. Resp.: f es sobreyectiva. 


Sea neN y f la aplicación de R— R, definida por f : x > x”. ¿Cuál es la condición para que f sea 
biyectiva? 
Si f no es inyectiva, ¿qué se puede decir de /(R)? 


Sea E = fa, b, c). Defina todas las aplicaciones de £ a E, Muestre que existen seis biyecciones de E 
sobre E. Defina la compuesta de dos cualesquiera de esas biyecciones. 

¿Cuáles son las cualidades de la aplicación f de P(£) en O(E) tal que 4 ES DA? 

Sea E= (0, 1). A toda pareja (x, y) de E? se asocia el número x + y — xy. ¿Define una aplicación 
de E sobre E? Resp.: Si. 


Sea E= (1,2,3) y F= (a,b,c, d). E 
1. ¿Cuál es el número de inyecciones de E en F? 
2. Dé la representación gráfica de dichas inyecciones. Resp.: 24. 


Indique cuáles de las siguientes funciones admiten recíprocas: 

1. Conjunto de partida y de llegada R — (0); f(x) = 1/x. 

2. Conjunto de partida y de llegada R; f(x) =2-— x. 

3. Conjunto de partida R — (3/2), conjunto de llegada R y f(x) = (x + 2)/Qx — 3). 
4. Conjunto de partida R*, conjunto de llegada R y f(x) = yx. 


Sea x un elemento de N* y f la relación tal que 
xLbX=(d: dx) — (d/x significa d divide a x) 


¿Qué aplicación define esta relación en N* y en qué conjunto? 
¿Cuáles son las cualidades de esa aplicación? 


¿Cuáles son las cualidades de las siguientes aplicaciones de R > R?: 


fin=J0=%* 
gix>g)=x 


1. Determine la función f > f si f es la aplicación idéntica del conjunto N sobre sí mismo, es decir, 
N=x 

2. La misma pregunta para f(x) = 3x + 2. 

3. La misma pregunta si f es la aplicación de Q* —> Q* definida por f(x) = 1/x. 


49. 


50. 


51. 


52. 
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Sea E el conjunto de los puntos de una recta dada y F el conjunto de los puntos de un círculo. Sea 
O €F- fla aplicación que a todo punto M de £ le hace corresponder la intersección M” distinta de O, 
de la recta OM con F. Precise f(E£). 


Sean f, g y h aplicaciones de un conjunto E en E. Demuestre que 

1. Si foh es sobreyectiva, entonces f es sobreyectiva. 

2. Si fo f es inyectiva, entonces f es inyectiva. 

Sean E, F, G tres conjuntos. 

Sean f, y f, dos aplicaciones de E en F, y g, y g, son aplicaciones de F —> G. 

L Si f, es sobreyectiva, ¿en qué condiciones se verifica que g, of, = g20 f,? 

2. Si g, es inyectiva, ¿en qué condiciones se tiene que g, + f, = 8,9 f? 

Resp.: 2. f,= fa 

Para todo subconjunto Á de un conjunto E, se define la función característica y, de A, como la apli- 
cación del conjunto A en el conjunto (0, 1), definida por 


pax) =0 si xÉgA 
Pax) =1 sixeA 
1 Para E=(a,b,c) y A = (b, d), construya el grafo fy-  aracterística y, de A, como la apli- 


Calcule 1 — q ¿(x) para todo x € E. ¿Cuál es el subconjunto de E que admite por función carac- 
terística la función y, definida por y(x) = 1 — py(x) para todo xe E? 


2. Sea B= (a, b, c) y pg su función característica. Para todo x€ E, calcule 


Pal) palx) y Pax) + pal) — Palo) palo) 
¿Cuáles son los subconjuntos de E que admiten por funciones caracteristicas las funciones g y h, de- 
finidas para todo xe E, por: 
gl) = pu) ox) y ha) = a) + ea) — Pax): pal)? 


3. En general, si A y B son dos subconjuntos de un conjunto E, determine los subconjuntos de £ 
cuyas funciones caracteristicas g y h se definen por 


VxeE, — 8g(x)=pu(x) pax) y Mx) = pax) + oax) — Da): ps(x) 
a) Exprese empleando a Q, y Qy la función característica del conjunto A — B. 
b) La misma pregunta para el conjunto (4 U B) — (4 N B). 
Resp.: a) DA;  b) la función g se asocia a AB yha AUB. 


1. Sean f, g y h tres aplicaciones de F*, G*, G*, respectivamente: 


S:E=sF 
£F=G 
h:E=sG 

tales que h= go f. Dé ejemplos para los cuales: 

a) h y f inyectivas, g no inyectiva. 

b) h y g sobreyectivas, f no sobreyectiva. 

2. Para las aplicaciones del ejercicio anterior, muestre que 


h sobreyectiva > g sobreyectiva 
h inyectiva => f inyectiva 


CAPITULO 


Familias de conjuntos. 
Operaciones generalizadas 


Considere la función F 
a m 
F= ((a, m), (b, n), (c, m), (e, p); b 
n 
la cual permite escribir e 
m = F(a), n = F(b), m = F(c), p = F(e) e AQ€qÉ—_—_—_—_—_____ y 


A veces es conveniente escribir lo anterior empleando una notación con subíndices de la forma 
m=Fpn=F)m=F, p=F, 
Esto permite escribir la función F en la forma 
F = ((a, F,), (b, Fa), (c, F.), (e, F.) 
Cuando una función se expresa de esta manera se llama familia de conjuntos o familia indicial 
de conjuntos. El dominio de una familia se llama conjunto de índices y un elemento del dominio, 
índice. El valor, representado por F, de la familia para un índice ¡ se llama término de la familia, 
que es un elemento del conjunto de valores de la familia. En otras palabras, una familia de 
conjuntos es una función. Si 7 es el conjunto de índices, la familia se representa por (Fics. Así: 


(Edie = (6, FD) hiel) con F,= F(i), Viel 


Nota. Cuando el dominio es el conjunto de los números naturales se dice que esta función 
es una sucesión. 


Ejemplo 5-1. Defina B, = (x:0<x+< 1/n, n natural). Entonces 
B, =[0, 1], B, = [0, 1/2], B, = [0, 1/3), ... 
Ejemplo 5-2. Defina a B, = (x:x es un natural múltiplo de a). Entonces 


B,=(1,2,3,4,...), B,=(2,4,6,8,...), B,= (3,6,9,'...) 
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Definición 1. La unión de una familia de conjuntos se representa por UF, y se define como 
ía 
UF, =(x: GlieD) a (xe FJ) 
iel 


Es decir, son los elementos que pertenecen, al menos, a uno de los conjuntos de la familia (F;)jer- 
Definición 2. La intersección de una familia de conjuntos se representa por (MF, y se define 
iel 


como 


NE, = fx: (xe UF) A (ViNieD) > (xe FI) 


iel 
Es decir, es el conjunto de los elementos que pertenecen a todos los conjuntos de la familia (F;)jer- 
Ejemplo 5-3. Si I= (0, 1, 2) y F¿= (a, b, c), F, = la, m, n) y F, = (a, u, v), entonces 
YE = FFUF, UF, = ía, b,c,m, n, u, v) 
Os = FO NF,NF, = la) 
Ejemplo 5-4. Considere la siguiente familia de subconjuntos de números naturales, definida 


de la siguiente manera: a todo x e N se le hace corresponder el intervalo [x — 1, x + 1] eN. 
El conjunto de subíndices 7 es igual a N. La unión de esta familia es 


U[i—1,1+ 1] = N 
ieN 
y su intersección 


NG-1Li+10)=9 
¡eN 


Suma de una familia de conjuntos 


Sea (X;)¡e una familia de conjuntos con / como conjunto de subíndices. Es decir, una apli- 
cación de / en un conjunto E cuyos elementos son los conjuntos X,. Considere un índice ¡ y el 
conjunto que le corresponde X,; el producto cartesiano de los conjuntos X, e (1), es decir, 
X¿ x (i) es el conjunto de los pares 


Qro dd, (ai Ds (aw Ds ++ pis E) ++ 
en los cuales Xy;, X2;, .-., son elementos del conjunto X. 
El conjunto de todos los productos de dos conjuntos de la forma X, x (1) tendrá como 
elementos 
AAA O Aa os 


La unión de estos últimos es la suma de la familia de conjuntos X,, o sea 


S=(X, x (1)U(X x QU (A x Bu... 
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Definición. Se llama suma de la familia de conjuntos (X;);É, la unión de la familia de con- 
juntos (X, x (i)ier 


S = U(X, x (1) 


iel 


Ejemplo 5-5. Sea E = (a, b, c) y sta (X;)jer la familia de conjuntos formada por los subcon- 
juntos de £, es decir, 


X,=0, X= (a), Xy = (b), Xy = [c), Xs= la, bj, X,=-(a, 0), X, =(b, c), Xy =E 
La suma de esta familia de conjuntos es 


S= ((6, DJ U lla, 2) U ((6, 3)) U He, 4)) U (la, 5), (b, 5) U [(a, 6), (c, 5) U 
(60, 7), (e, TU ((a, 8), (b, 8), (c, 8)) 


Ejemplo 5-6. Dada la siguiente familia (X;);¿, definida de la siguiente manera: 
(xeN : x es una potencia de 2) 


ÍxeN : x es una potencia de 3) 
fxeN : x es una potencia de S) 


el conjunto de índices es / = (2, 3, 5,7, 11,...). 
Los conjuntos de X, son disjuntos dos a dos porque se forman con las potencias de núme- 
ros primos distintos. La suma de la familia (X) es la reunión de los siguientes conjuntos: 


S, = ((,2), (4,2), (8, 2), (16, 2), ...; 
S; = ([(3, 3), (9, 3), (27, 3), (81,3), ...) 
Ss = ((5,,5),. (25, 5), (125, 5)... 


S=S2,US¿USsU-**=US, 


iel 
Ejemplo 5-7, Dada la familia de conjuntos (4,, 42, A3) con: 
4, = [1/2, 1] U [3/2, 2] U [5/2, 3] 
A, = [1/2, 3/2] U [2, 5/2] 
A3 = ]1, 3/[ U 12, 5/2[ 


La Figura 5-1 muestra los tres conjuntos en un sistema de coordenadas cartesianas. 


1 
1 
' 
1 
2,5 3 1 2 3 
Figura 5-1 Figura 5-2 
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La unión de la familia es [1/2, 3]. 
La suma es 


S= (11/21) x [10 U (88/22 x 1) U (15/2, 3] x 11) U (11/2, 3/2] x PY U 
(B, 5/2] x LU 91 321 x BJ U 43 5/21 x B)) 


como lo indica la Figura 5-2. 


Producto de una familia de conjuntos 

Definición 1. Sea (X;);¿, una familia de conjuntos. Se representa el producto cartesiano de la 
familia por nx, y se define como el conjunto de todas las funciones f de 7 en YX tales que 
feX, Da todo ¡el 


Ejemplo 58. Si I= (1, 2, 3) y X, = (a, bj, X, = [m, nj, X, = (u). Entonces 


Tx; = (((, a), Q,m), 3,4), ((, a), Q.1), GB. 4), 
dd 11, 6), Q,m), G, 209), ((1, 6), (2,1), G, u))). 


Nota. Como el producto es un conjunto de funciones de 7 en (UY; se necesita un axioma 
tel 


(axioma de elección) que garantice que es posible escoger de cada conjunto X, un elemento bh, 


Definición 2. La aplicación de ILX, en X; que a toda familia fe ILX, le hace corresponder el 
elemento f(i) e X, se llama función proyección de índice i, o función coordenada de indice i. 


Recubrimiento de un conjunto 


La familia de conjuntos (X;)¿, es un recubrimiento del conjunto £ si E € UX;. 
iel 
Por ejemplo, si £ = (e, b, cj y la familia (X;Jier = [Xa, Xy, X,) con X, = [a,b), Xy = [a,b,d), 
X, = (a, c, e, f, d), se tiene que 
UX, =(a,b,c,d,e,fj, entonces  ECUX, 
iel 


iel 


y, por consiguiente, (Y,);¿, es un recubrimiento del conjunto £. 


Partición de un conjunto 


Sea (Xpjer una familia de conjuntos, dos a dos disjuntos. Esa familia es una partición del con- 
junto E si E= UX. 
iel 
Ejemplo 5-9. Si E = fa, b, c, d, e, f) y la familia (Xpier = [Xz» Xp» X,) con X, = (a, b), 
Xp = le), X= 10. d,$). 
Se tiene que X, (Xp = $, X,N X, = $, Xp NM X, = ó, es decir, los conjuntos son dos 
a dos disjuntos. Además 


=(a,b,c,d,e,f) y E= 9% 


se 


Por tanto, la familia (X;);¿, constituye una partición del conjunto E. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Sea E, = (x : x es un múltiplo de n, ne N). Halle: a) Ey N Es; b) E¿ N Es; 
c) UE,, con P el conjunto de los números primos. 
ieP 


: a) Los números que son divisibles por 3 y por 5 son los múltiplos de 15; entonces 
ES N Es = Ers 
b) Los múltiplos de 12 están contenidos en £, y Es; por tanto, 
EN Es = Ex 
c) Todo número natural, excepto 1, es un múltiplo de por lo menos un número primo; entonces 


UE; = (2,3,4,...)=N- (1) 


Sea B, = [1, 1/n], con neN, halle: a) B¿U B»; b) ByN B,y; c) B,U By; 
d 3,08; e) YB; 'D) OB ACN. 


Solución a) Como (1, 1/3) contiene a (1, 1/7), By U B, = Bj. 
b) Como (0, 1/11) es un subconjunto de (0, 1/3), BN B,, = B,;. 
c) Sea m = min (i, /), es decir, el mínimo de los números ¡ y j; entonces B,, es igual a B, o B, y con- 

tiene al otro como un subconjunto. Entonces B,U B;= B,. 

d) Sea M = max (i, /), es decir, el máximo de los dos números; entonces B, f) B; = 
€) Sea ac A el número natural más pequeño en A. Entonces (YB, = B, 


n A 8 IN 
£f) Si x es un número real, entonces existe por lo menos un número ¡¿ tal que x € (0, 1/7). Entonces 
NB, =p. 


¡eN 


Muestre que para toda familia (X;);¿r de partes de un conjunto E se tie- 


CUX) = DeX; y 2 COX) = UCX,. 


“Sea xe l¿(UN,). Entonces x € E, y para todo ¡el. xg X,, entonces x € (¿X,: por consi- 
¡el 

guiente, x€ DeX; ). Recíprocamente, sea x€ OCeX:) por definición de intersección, x€ E. Además, si 

se tiene que x€ YX, existirá ¡e Í tal que xe xo lo que es contrario a la hipótesis de que x e B¿X;)por 


tanto, xt UN). Lo cual demuestra la primera fórmula. La segunda es inmediata si se tiene en cuenta 
la relación OS ) = X para toda parte X de E. 


¿Problema 5-4 Sea (X;);e, una familia de conjuntos y sea ¡€ /. Entonces 


nx; CY COX 


¡el 
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Sea xe (1X,; entonces xe X, para todo ¡e 1. En particular, xe X,,. Entonces 
iel 


NX CX,, 


tel 


Sea y € X¡,. Como ¡y€l, y e UX,. Por consiguiente, 
der 


Xi, CUXi 


¡el 


Sea A la reunión de una familia de conjuntos (4;)je,. Para que un conjunto 


X contenga A, para todo ¡€/ es necesario y suficiente que X contenga a A. 


seo 


Suponga que X contiene todos los 4;; si x € A, existe un ¡tal que x € A,, y como A, C X 
se tiene que x e X; entonces A C X. Reciprocamente, si X contiene a A, para mostrar que X contiene todos 
los A, es suficiente establecer que A D A; para todo i, lo cual es evidente. 


e 
¿Probl E (Asociatividad de la reunión.) Sean (4;)ier Y (L¿)2cn dos familias de con- 
juntos, y supongamos que 


1= UL, 
entonces UA; = U(UAs). 2 
¡el 


ASA el, 


Sea B, = UA); para que x pertenezca a la reunión de la familia (4;);¿, es necesario y 
ela 
suficiente que exista ¿e 7 tal que x e 4,;como / es la reunión de los 7,, esto significa que existe ¿€ A e ¡el, 


tales que x€ A,, entonces existe un ¿e A tal que x € B,: por consiguiente, la reunión de la familia (4); 
es idéntica a la de la familia (B,),¿n, lo cual demuestra el teorema. 


Sea f : X => Y una aplicación y (4;);c, una familia de partes de Y. En- 


FUA) = USA) 
tel iel 


Para y € Y, la relación y e UJ(A;) equivale a que existe un índice ¡e J tal que y € f(4;) 
¡el 


es decir, existe un índice ¡e 7 y un x€ A, tal que y = f(x), es decir, a la existencia de un x que verifica 


y= fx) ba xe UA; 


let 


Sea f : X= Y una aplicación y (4;);,, una familia no vacía de partes 


FO) € OA) 
si f es inyectiva, entonces 


SAI = (IA) 


¡el 
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BOLSÓN" se 4, para todo 1, se tiene que fx) E /(4,) para todo £ lo enal! demuestra la: pcimera 
parte del problema. 

Ahora supongamos que f es inyectiva, y considere el elemento y de la intersección de los f(4¿); para 
todo ¡ existe un elemento de 4,, sea x, tal que y = f(x;); pero como f es inyectiva, existe un solo x tal que 
y = f(x), y, por tanto, se tiene que x = x, para todo ¡; asi, x e A, para todo ¡, y y pertenece a la imagen por 
f de la intersección de los A;; entonces 


QA) CÍA) 


Nota. La segunda parte del teorema puede ser falsa si f no es inyectiva. Si Y es un conjunto que contiene 
por lo menos dos elementos, a y b, y X el producto YxY, y por f la aplicación pr,; sea A el conjunto de las 
parejas (a, y), y e Y y Bel conjunto de las parejas (b, y), y e Y; entonces A NY B = b; osea fÍÁ MN B)= $: y 
FA) = f(B) = Y, entonces AA) MN f(B) no es vacio. 


Problema 5-9 Sea f : X > Y una aplicación y (4;);¿, una familia no vacia de partes 
de Y. Entonces 


PDA) = Ya) 


Solución En efecto, para que x e Y pertenezca al primer miembro es necesario y suficiente que f(x) 
pertenezca a la intersección de los A,, es decir, que f(x) e A¡para todo í, odicho de otra manera, que xe f” '(4,) 
para todo ¡, o sea que x pertenezca al segundo miembro. 


Sea (4;)jÉ, una familia no vacía de partes de un conjunto X. Enton- 
ces se tienen las relaciones 


L X-UA=M(X-A). 2 X-NM4=U(K- Aj. 
iel tel tel 


¡el 


ECON sc eX l retación e Y (4 equivale o megición de la dlción paritodo del 
lel 
se tiene que x € 4;, es decir, se obtiene la relación: existe ¡€ T tal que xe X — Aj; entonces a x € U(x — Aj), 
ie 


lo cual demuestra la primera fórmula. La segunda se demuestra teniendo en cuenta la fórmula 
X-(X-A)=4. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Seal=(1,2.3), X, = (0,5), X, = (3,4) y X, = (0,3, 7). Además, sea /= (4, 5), K¿ = (1,2) y 
Ks = (1,2, 3). Forme UX, y U(UX;) y muestre que son iguales. Similarmente, forme (YX, y (MAX) 
A del jelieK, 
y Muestre que son iguales. 


2. Pruebe que si JC 1, entonces UX, C UX;; además, si J + f, entonces NX, C NX. 
iS il ies 


iel 


3. Si (Avier Y (Li)1en son dos familias de conjuntos e /, A y 1,, no vacíos, y /= Ul,, entonces 
pS 


NA; = N(NA) 


iel AGA iel, 
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4. Sea f : X'> Y una aplicación y (4;)j, una familia no vacía de partes de Y. Entonces 
PAYA) = US HA) 

5. Pruebe que para dos familias de conjuntos (X;)jey y (Y;)jey se tiene que 


L(OX)x(QY)= N (MxY) 149. 149. 
tel Je 


(NE 


2. (UX)x (UY)= U (Xx Y) 
ter del Mi Gerry 


6. Sea (Xola, una familia de conjuntos tales que X; = ¡ para todo ¿e (2, 3]. Construya 
Tx, 


ie(2,3) 
7. Pruebe que si (X,)j.s y (Y;)1g, son dos familias de conjuntos y si X, C Y, para todo ¡e /, entonces 


Nx, C MY, 


¡el ler 


CAPITULO 


Relaciones de orden en un 
conjunto 


El concepto de orden generaliza la noción de prioridad, anterioridad, superioridad, etc. 


Definición. Se dice que una relación definida en E x E es una «relación de preorden en E» 
si goza de las propiedades reflexiva y transitiva. 


Ejemplo 6-1. La relación cuyo grafo está dado por la Figura 6-1 es una relación de preorden. 


Figura 8-1 


Ejemplo 6-2. Cualquier relación de equivalencia es una relación de preorden, 


Definición. Un conjunto en el cual se ha definido una relación de preorden se llama «pre- 
ordenado» por dicha relación. 


Definición. Se dice que un grafo G es antisimétrico en sentido amplio cuando para todo par 
(x, y) del grafo la siguiente relación es verdadera: 


[(x, y) € G] a [G, x)€ 6] > (x = y) 


Una relación es antisimétrica (en sentido amplio) cuando su grafo es antisimétrico (en sentido 
amplio). 
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Ejemplo 6-3. Las relaciones cuyos grafos están dados por las Figuras 6-2 y 6-3 definen rela- 
ciones antisimétricas en sentido amplio. 


91 
54 
202 
4 
. $e 
Figura 6-2 
1 
s 2 
4 3 
Figura 6-3 


Nota. Algunos autores identificán la relación antisimétrica en sentido amplio con la rela- 
ción antisimétrica. 
Definición. Se dice que un grafo G es estrictamente antisimétrico cuando para toda pareja 
(x, y) e G la relación [(x, y)€ G => (y, x) £ G] es verdadera. 

La relación es estrictamente antisimétrica cuando su grafo lo es. 


Ejemplo 6-4. El grafo representado en la Figura 6-4 es estrictamente antisimétrico. 


Figura 6-4 
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Ejemplo 6-5. La relación a < b entre números naturales es una relación estrictamente anti- 
simétrica y a < b es una relación antisimétrica en sentido amplio. Lo mismo sucede con A CB 
y ACB, entre conjuntos. 


Nota. Laantisimetría en sentido estrictoimpone que para todo elemento x del conjunto 
(x, x) € G, es decir, que ningún elemento de la diagonal puede pertenecer al grafo y también 
que no puede haber ningún bucle. 


Definición. Se dice que una relación definida en E x E es una «relación de orden no estric- 
to» en E cuando la relación es reflexiva, transitiva y antisimétrica, en sentido amplio. Se re- 
presenta por x < y y se dice que x es inferior a y. Los axiomas se escriben entonces como 


VxeE,x<x 
Vx, yEE,XZ<yYYy<Xx=>x=y 
Vx, y, TEELX<XYYyY<2=>x<2 


Un conjunto dotado de una relación de orden se llama un conjunto ordenado. 


Nota. Algunos autores no diferencian entre los dos tipos de orden. Cuando hablemos de 
orden, se hace referencia al orden no estricto. 


Definición. Una relación definida en E x Ees una «relación de orden estricto» en E cuando 
la relación es transitiva y antisimétrica en sentido estricto. 


6 Z 
5 3 
Figura 6-5 
1 

6 6 2 
5 
4 
3 
2 5 3 
YT 1773 4 56 > 


Figura 6-6 
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Ejemplo 6-6. De las relaciones cuyos grafos se dan en las Figuras 6-5 y 6-6, la primera corres- 
ponde a un orden estricto y la última a un orden no estricto. 


Ejemplo 6-7. La relación x < y en N es una relación de orden no estricto y x < y una re- 
lación de orden estricto. 


Ejemplo 6-8. La relación x = y y definida en E x E es una relación de orden no estricto, 
Es la única relación que es a la vez de equivalencia y de orden. 


Ejemplo 6-9. En G(E), la relación X C Y, definida en C(£), es una relación de orden estricto, 
En efecto, 


VA CE, ACA 


Si ACB y BC A, entonces Á = B. 


SiACByBCC, entonces ACC. 


Nota. Dada una relación de orden que se*representa por <, se puede definir otra relación 
de orden, que se llama la opuesta y se representa por >; por definición, x < y si, y solamente 
si, y > x; en este caso se dice que y es superior a x. 


Definición. Sea E un conjunto dotado de una relación de orden <. Se dice que dos elemen- 
tos x y y de £ son comparables por medio de esa relación si se tiene que x < y 0 y <x. 


Definición. Se dice que una relación de orden sobre un conjunto E es una relación de orden 
total, si dos elementos cualesquiera de E son comparables por esa relación. Decimos que E 
es totalmente ordenado; en caso contrario, que E es parcialmente ordenado, o que la relación 
es una relación de orden parcial. 


Ejemplo 6-10. N ordenado por la relación x < y es un conjunto totalmente ordenado. N or- 
denado por la relación x > y es un conjunto totalmente ordenado. 


Ejemplo 6-11. Si en N se ordena por la relación «x divide a »», no es totalmente ordenado, 
porque los elementos, por ejemplo 2 y 5, no son comparables, es decir, 215. 


Ejemplo 6-12. El grafo de la Figura 6-7 es totalmente ordenado. 


Figura 6-7 
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Ejemplo 6-13. Los grafos de las Figuras 6-8 y 6-9 son parcialmente ordenados. 


Figura 6-8 


Figura 6-9 


FUNCION CRECIENTE, FUNCION DECRECIENTE 


Aplicaciones de un conjunto ordenado A 
en un conjunto ordenado B 


Sea < la relación de orden en los dos conjuntos. 
Definición. Se dice que una aplicación f de A en B es creciente si la relación x, < x, implica 
que_fíx,) < f(x); se dice que f es decreciente si la relación x, < x, implica que f(x,) > f(x2). 
Se dice que f es monótona si f es creciente o si f es decreciente. 

Cuando se verifica la desigualdad anterior en forma estricta, decimos que f es estricta- 
mente creciente o decreciente y que f es estrictamente monótona. 
Ejemplo 6-14. Sea f la función 

f:xeR>=fx)=x4eR 


Es una función creciente si x > 0, y decreciente si x < 0. 
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Figura 6-10 Figura 6-11 


ELEMENTOS NOTABLES 


Elementos minimal, maximal 
Sea E un conjunto ordenado de grafo G. 


Definición. Un elemento a de E es un elemento minimal si la relación x < a implica que x = a. 
Se llama elemento maximal de E si la relación x > a implica x = a. 


Ejemplo 6-15. En el conjunto ordenado por la Figura 6-11, sus elementos maximales son 
3, 5, 9, y sus elementos minimales son 1, 4, 6, 7. 


Ejemplo 6-16. La relación de orden definida en P(£) con E = (a, b, c, dj por C(£) = (la), 
[b), [c), la, b), la, cj, (a, d), [b, d), la, b,c), la, b, d), la, c, d), [b,c, di. E, (b, c)). 
Los elementos minimales son (aj, (b), [c), (dj. El elemento maximal es E. 


Ejemplo 6-17. El conjunto de los enteros superiores a 1 puede ordenarse por la relación «x di- 
vide a y». Los elementos minimales son los números primos. 


Elementos máximo, mínimo 
Sea E un conjunto ordenado por la relación <. 
Definición. Se dice que un elemento a € E es el elemento mínimo de E si para todo xe E 
se tiene que a < x. Se dice que el elemento b de E es el elemento máximo si para todo x de 
E se tiene que x < b. 

También se denominan «primer elemento» y «último elemento», respectivamente. 


Teorema. Si E admite un elemento máximo b, ese elemento es único. 


Demostración. Sean b y b' dos elementos máximos de E; b, b'e E. Vxe E, x<b y Vxe E, 
x < b', En particular, b' <b y b<b', entonces b = b”. 


En forma análoga se demuestra que el elemento mínimo es único. 


Ejemplo 6-18. Sea N el conjunto de los naturales, 0 e N es el elemento mínimo de N. N no 
tiene máximo. 


Ejemplo 6-19. Sea E= (1/10" : ne N). Este conjunto no tiene elemento mínimo. 
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Ejemplo 6-20. En los conjuntos ordenados cuyos grafos están dados por las Figuras 6-12 
y 6-13, el elemento máximo del primero es 3 y el mínimo 6. Para el segundo, 2 es el mínimo 
y no tiene máximo. 


4 h 
Figura 6-12 Figura 6-13 


Ejemplo 6-21. Sea E un conjunto y (E) el conjunto de partes ordenado por inclusión. El 
elemento mínimo de (E) es $ y el máximo £. 


Ejemplo 6-22. R, Q, Z ordenados por < no tienen elemento máximo ni mínimo. 


Teorema. Si un conjunto ordenado £ tiene un elemento mínimo a (respectivamente un ele- 
mento máximo b), tiene solamente un solo elemento! minimal que es a (respectivamente un 
solo elemento maximal que es b). 


Demostración. En efecto, si a es el elemento minimo de E, todo elemento x de E es tal que 
a < x; ningún elemento distinto de a verifica la definición de elemento minimal, porque para 
un elemento a” distinto de a se tendría a <a” sin que a =a. : 


Mayorantes, minorantes 


Definición. Sea E un conjunto ordenado y B una parte de E. Se llama minorante de B a todo 
elemento a e E tal que para todo be B se tiene que a < b. En forma análoga se llama «ma- 
yorante» de B a todo elemento a de E tal que be B se tenga b=<a. 

Si Bes a la vez mayorado y minorado se dice que es acotado. 


Ejemplo 6-23. En N considere a B = (3, 5, 7). Sus minorantes son (0, 1,2, 3) y sus mayo- 
rantes (7, 8, 9, ...). Por tanto, Bes acotado. 


Ejemplo 6-24. En el conjunto Q de los números racionales 
considere el conjunto X = (1/10" : ne N), 0 es un mino- 
rante de X y 0€ X, 1 es un mayorante de X y 1e X. 


Ejemplo 6-25. Considere el siguiente conjunto ordenado 
como lo indica la Figura 6-14. 4 = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) 
y B=(1, 7, 9). 


Se ve que 4es un minorante porque4 < 1,4<7,4<9. 
Se ve que 7 es un minorante porque 7 < 1,7 =7,7=<9. 
Se ve que 9 es un mayorante porque 9 > 1,9 >7,9=9. 
Observe que 2 no es mayorante ni minorante porque 
2>1y2<9 Figura 6-14 
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Extremo superior, extremo inferior 
Sea E un conjunto ordenado por la relación < y X un subconjunto de E. 


Definición. 1. Se dice que un elemento de E es el extremo inferior de Y en E si es el elemento 
máximo del conjunto de los minorantes de X. Se designa por inf; X. 


2. Se dice que un elemento de £ es el extremo superior de Y en E si es el elemento mí- 
nimo del conjunto de los mayorantes de X. Se designa por sup¿ X. 


Teorema. Si Y tiene un elemento máximo g, entonces g es extremo superior de X. 
Demostración. g es un mayorante de X, por consiguiente, Vxe X, x < g. Además, si m es 
un mayorante de X, entonces ¿e Y > g < m. Por tanto, g es el elemento mínimo del con- 
junto de los mayorantes. 
Ejemplo 6-26. En N considere el conjunto X = (3, 5), entonces inf Y = 3 y sup Y = 5. 
Ejemplo 6-27. Sea X= (1/10" : ne N), entonces inf Y = 0 y supX = 1. 
== Ejemplo 6-28. Sea E un conjunto ordenado como mues- 
O tra la Figura 6-15 y sea el subconjunto YC £ tal que 
X= [c, d, e), entonces a, b y c son mayorantes de X, y 


AR ON f es el único minorante de X. 
ASA, Observe que g no es extremo inferior de Y porque g 


no precede a d; g y d no son comparables. Además c = 
sup X y pertenece a X, f = inf X y no pertenece a X. 


Figura 6-15 


La Tabla 6-1 resume los conceptos anteriores aplicados a las Figuras 6-16 a 6-19. 


Tabla 6-1 
Elemento Elemento Minorante Extremo inferior 
minimal de E mínimo de E de ECD de ECD 
Definición Elemento a tal que | Elemento a tal que | Elemento a de D tal | Elemento a de D, de 
(x<a=>x=a | VxxeE=>a<x | que modo que sea el ma- 
Vx, xeE=a=<x | yor de los minoran- 
tes de E 
=P 
El elemento perte- ; d 
si sí nunca nunca 
nece a E 
e | 
Si existe es un solo : ; 
nunca sí nunca sí 
elemento 
Vea Figuras 6-16 y | 3 y 5son elementos | Eno tiene elemen- | 4,7 y 9son los mino- | 4 es el extremo 
6-17 o 6-18 y 6-19 | minimales de E to mínimo rantes de E inferior de E 
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Figura 6-16 Figura 6-17 


Figura 6-18 Figura 6-19 


Nota. Las Figuras 6-18 y 6-19 se obtuvieron al cambiar los elementos de la Figura 6-16 para 
que queden por encima de la diagonal principal. 


Conjuntos filtrantes 


Definición. Sea E un conjunto en el cual se ha definido una relación de orden representada 
por <. Se dice que «E es filtrante para la relación <» cuando toda parte de E compuesta por 
dos elementos está mayorada. Se dice también, en este caso, que E es «filtrante a la derecha». 
Se dice que «£E es filtrante para la relación >» cuando toda parte compuesta por dos elementos 
de E está minorada. En este caso se dice que £ es filtrante a izquierda. 


Ejemplo 6-29. Sea A un conjunto; el conjunto (4) de las partes de A es filtrante para la re- 
lación C. En efecto, tomemos dos elementos Y y Y de (P(4); por definición se tendrá Y C A 
y YC A; [X, Y) está mayorada por A. 
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Ejemplo 6-30. El conjunto £ de los cien primeros números naturales 1, 2, ..., 100 no es fil- 
trante para la relación «x divide a y». Tomemos, en efecto, dos elementos, por ejemplo, el 11 
y el 13; este subconjunto (11, 13) no está mayorado por ningún elemento de E ya que no hay 
ningún número entero inferior a 101 que sea múltiplo de 11 y 13. 


Ejemplo 6-31. El conjunto N* = (1, 2, 3, ...) de los números naturales es filtrante para la 
relación «x divide a y»; en efecto, si tomamos dos números a y b que pertenezcan a N siem- 
pre se encontrarán en N múltiplos comunes a a y b, que mayoran a (a, b]. 


Teorema. En un conjunto filtrante E a derecha, un elemento maximal a es el elemento ma- 
ximo de E. 


Demostración. Queremos mostrar que, para todo x€ E, se cumple x < a, es decir, 
Vxí(x € E) > (x < a)) 


a es, pues, el elemento mayor de E. Pero, para todo x € E, la parte (x, a) de £ está mayorada, 
lo cual significa que existe un y e £ tal que x < y y a< y. Pero por definición, a es un ma- 
ximal, luego 

(a< y) > (a = y) 
El elemento y mayorante de Íx, a) no puede ser otro que a. Puesto que a mayora a (x, a), se 
cumple que para todo xe£, x<a. 


Nota. Un conjunto totalmente ordenado es filtrante a la derecha y a la izquierda. 


Intervalos 


La mayoría de los lectores conoce ya la definición de intervalo. A continuación los vamos a 
definir para una relación de orden cualquiera. 

Sea E un conjunto en el que se ha definido una relación de orden. Sean a y b dos elemen- 
tos de E, de modo que a < hb. Entonces definimos los siguientes intervalos: 


Intervalo abierto: Ja, b[ = (x:a<x<b,x 4 a,x 4 b). 

Intervalo cerrado: [a, b] = (x:4<x< bj. 

Intervalo semiabierto a izquierda: Ja, b] = [x:a<x<b,x 3% a). 
Intervalo semiabierto a derecha: [a, b[ =(x:a<x<b,x 34 bj. 


Ejemplo 6-32. En el conjunto N ordenado por la relación «x divide a y» el intervalo abierto 
2, 48[ es el conjunto (4, 6, 8, 12, 16, 24). En efecto, para cualesquiera de ellos, «2 divide a x 
y x divide a 48». Así, por ejemplo, 2 divide a 12 y 12 divide a 48. 


Ejemplo 6-33. Considere el conjunto A = (a, b, c, d); en el conjunto 6(4) ordenado por 
inclusión, el intervalo cerrado [(a), (a, b, c, dj] es el siguiente subconjunto A de (4): 


A = (fa), fa, bj, la, c), [a, dy, fa, b,cj, fa, b, dj, fa, c, d), fa, b, c, di) 


Intervalos ilimitados 

Intervalo cerrado ilimitado a la izquierda y de extremo a: 
Je,a]= (x:x<aj 

Intervalo cerrado ilimitado a la derecha y de origen a: 


[a, >[ = (x:x > a) 
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Intervalo abierto ilimitado a la izquierda y de extremo a: 
Je,a[ =(x:x<a,x+a) 
Intervalo abierto ilimitado a la derecha y de origen a: 
Ja, >[=([x:x>a,x4 a) 
Nota. El conjunto £ es un intervalo que se representa por ]—, =[. 


Nota. La parte vacía de E es un intervalo. 


Orden sobre el producto cartesiano de dos conjuntos 


Dados dos conjuntos ordenados, E, y E,, se puede definir un orden sobre £, x E, empleando 
los órdenes definidos sobre E, y E,. Esto se puede hacer de varias maneras, como lo ilustran 
los siguientes párrafos, 

1. Sea E, = [xj yr» «+. Es = [X2a Ya ---) dotados de la relación de orden <. Sea 
x= (x,, x2) y y = (9, y2) y defina la relación < sobre E, x E, de la siguiente manera: 


x<yo[x <1, nx, < y») 


Es fácil ver que la relación < es una relación de orden definida sobre £, x E). Se dice que el 
orden asi definido es el orden producto de los órdenes definidos sobre E, y E). 

2. Orden lexicográfico. Si A y B son dos conjuntos totalmente ordenados, se puede de- 
finir un orden en A x B de la siguiente manera: 


(a,b)< (a,b) sia<a osia=a y b<b' 


El orden de las palabras de un diccionario es un orden lexicográfico. 


Isomorfismo de conjuntos ordenados 


Definición. Se dice que f es un isomorfismo del conjunto ordenado E sobre el conjunto or- 
denado F si es biyectiva y si f y f”* son crecientes: si E y F son iguales, y dotados de la 
misma relación de orden, un isomorfismo de E sobre si mismo se llama un automorfismo de E. 


Ejemplo 6-34. Considere el conjunto A = (1, 2, 4, 8, 16,.....j de las potencias de 2 en el cual 
se establece la relación de orden «x divide a y». Considere el conjunto N = (0, 1, 2,....j en 
el cual se establece la relación de orden x < y. El conjunto A se puede escribir como: 


¡0 E 2 
(29,21,2%, ...) 


Considere la biyección f de N sobre A definida por x > 2*. Para dos números de N tales que 
x < y, se tiene para los dos elementos correspondientes de A que f(x) divide a f(») (por ejem- 
plo, 8 divide a 32). 


Ejemplo 6-35. Considere a N ordenado por la relación <. Sea E el conjunto de los intervalos 
cerrados ilimitados a la izquierda y de extremo x, x € N. Suponga que E está ordenado por 
la relación de inclusión. 
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La biyección de N sobre E definida por x > ]+, x] es un isomorfismo de N sobre E, 
puesto que 
(x< y) > (Je, x] €] y) 


La biyección x > ]—, x] sería también un isomorfismo del conjunto N ordenado por la 
relación estricta X C Y, es decir, 


(x < y) > (Je, x] Cleo, yD 
Así, por ejemplo 
(3 < 5) > (Je, 3] C ]+-, 5) 


O también 
(3 < 5) => ((1, 2,3) C (1, 2, 3, 4, 5)) 


Ejemplo 6-36. Sea E = (1, 2, 6, 8) ordenado por la relación «x divide a y» y F = (a, b, c, dj 
ordenado por el siguiente diagrama: 


Ad 
! 


d 


Los dos conjuntos son isomorfos, según lo demuestra el siguiente diagrama. 


E F 

8 6 1 P a 
e 2 bo f=(0,0.Q,0.(6,6), 8,0) 

1 6. 6; 

1 8 d 


PROBLEMAS RESUELTOS 


EEE 
-Proble dp = (2,3,4,5... .) ordenado por la relación «x divide a y». 1. Halle 
los elementos minimales. 2. Halle los elementos maximales. 


E Solución 1. Sea p un número primo, entonces únicamente p divide a p (porque 1 E); por con- 
siguiente, todos los números primos son elementos minimales. Además, si a € E no es primo, existe un nú- 
mero he E tal que bh divide a a, es decir, b < a y b 4 a. Por tanto, los únicos elementos minimales son los 


números primos. 
2. No existen elementos maximales porque para todo a € E, a divide, en particular, a 2a. 


Sea E = (2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 14) ordenado por la relación «x es un 
múltiplo de y». L Halle los elementos maximales de E. 2. Halle los elementos minimales de E. 
3. ¿Cuáles son los elementos mínimo y máximo de E? 
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El diagrama de E es el que se muestra a la derecha. 


1. Los elementos maximales son: 10, 8, 14, 12, 9. 
2. Los elementos minimales son: 5, 2, 3. 
3. No existen elementos mínimo ni máximo. 


Sea E = (1,2,3,4, 5, 6,7, 8, 9, 10) 
ordenado como lo indica el diagrama de la derecha. 
Sea X = (4, 5, 6). 1. Halle el conjunto de los ma- 


yorantes de X. 2. Halle el conjunto de los minorantes. 
3, Halle sup X. 4. Halle inf X. 


Los elementos en (2, 9, 10, 3) dominan a cada elemento de X y, por tanto, son los 


mayorantes. 

2. Unicamente 6, 8 preceden a todo elemento de X; entonces (6, 8) es el conjunto de los minoran- 
tes. Observe que 7 no es un minorante porque 7 no precede a 4 nia 6. 

3. Como 3 es el primer elemento en el conjunto de los mayorantes de X, sup Y = 3. Observe que 3 
no pertenece a X. 

4. Como 6 es el elemento mayor del conjunto de los minorantes de X, entonces inf Y = 6. Observe 
que 6 pertenece a X. 


; Sea E= (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8) orde- 
nado como lo indica el diagrama de la derecha. 
Sea X = (2, 3, 4) subconjunto de E. 1. Halle el 


conjunto de los mayorantes. 2. Halle el conjunto de los 
minorantes. 3. Halle sup X. 4. Halle inf X. 


Como 1 y 2 dominan a todos los elementos de X, entonces (1, 2) es el conjunto de los ma- 


yorantes de X. 
2. Como 7, 8 preceden a todo elemento de X, entonces (7, 8) es el conjunto de los minorantes de X. 
3. Como 2 es un primer elemento en (1, 2), conjunto de los mayorantes de X, entonces sup X = 2. 
4. Como (7, 8), conjunto de los minorantes de X, no tiene último elemento, entonces inf X no existe. 


6-5 Demuestre que el intervalo (a, b] de números reales no tiene mínimo. 


Demostración por reducción al absurdo. Suponga que existe un número real c tal que 
min (a, b]. Por definición de minimo, e satisface dos condiciones: primera, c € (a, b] porque a < e < b, 
y segunda, c<x, Vxe (a, b]. Vamos a ver que si la primera condición se cumple la segunda no. 
(a + c)/2e (a, b] porque a<c=>a< la + c)/2 < e, y, por tanto, (a + c)/2 < e contradice la condi- 
ción de que c < x, Vxe (a, b]. Entonces c no es el mínimo de (a, b]. 
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3 Sea Q el conjunto de los números racionales y considere el subconjunto 
fe: er] e <3h 
1. ¿Tiene X mayorantes? 2. ¿Tiene X minorantes? 3. ¿Existe sup X? 4. ¿Existe inf X2 


MÓl 1, X es mayorado porque, por ejemplo, 40 es un mayorante. 
2. No existen minorantes para X, por tanto, no es acotado inferiormente. 
3. Sup X no existe. Si se considera a Y como un subconjunto de los reales, entonces Y sería sup X; 


pero como subconjunto de Q, sup X no existe. 
4. Inf X no existe porque el conjunto de los minorantes es vacío. 


er ' Sea N el conjunto de los naturales ordenado por la relación «x divide 
a y» y sea X= (4,, 47, ..., mn) un subconjunto finito de N. ¿Existen sup X' e inf X? 


a) El máximo común divisor de los elementos de X' es inf X y siempre existe. 
b) El mínimo común múltiplo de los elementos de X' es sup Y y siempre existe. 


$ 
A Sean E y F dos conjuntos totalmente ordenados. La condición necesaria y 
suficiente para que una función creciente sea estrictamente creciente es que sea inyectiva. 


Demostración. Si f es inyectiva y creciente, y si x<x', x É x', se tiene que f(x) < f(x”) (creciente) y 
JS) + fix") (inyectividad), entonces f es estrictamente creciente. Recíprocamente, si f es estrictamente 
creciente, y si flx) = f(x"), como E es totalmente ordenado, se tienen tres casos: x estrictamente inferior 
a x', se tendría que f(x) es estrictamente inferior a f(x"); x' estrictamente inferior a x, se tendría f(x”) estric- 
tamente inferior a f(x); queda la posibilidad x = x'. 


Si E y Fson dos conjuntos totalmente ordenados; si f' es una biyección cre- 
ciente de E sobre F, f”* es una biyección creciente de F sobre E; además f y f”* son estricta- 
mente crecientes. 


Demostración. En el problema anterior se demostró que f es estrictamente creciente. Sean y y y” dos ele- 
mentos de F, y < y”, y sean x = f” Uy), x" = f7*(y"). Como £ es totalmente ordenado, se presentan tres 
casos; x = x', imposible porque y + y”; x' estrictamente inferior a x, imposible porque se tendría que y” 
estrictamente inferior a y, entonces no queda sino la posibilidad de que x sea estrictamente inferior a x'. 


MAEa Si E, F y G son tres conjuntos ordenados, f una aplicación de E en F, 
g una aplicación de F en G. 1. Si f y g son crecientes o decrecientes, entonces g o f es creciente. 
2. Si una de las funciones es creciente y la otra decreciente, entonces g o f es decreciente. 


Demostración. La demostración es inmediata y del mismo tipo para los dos casos. Vamos a hacerla úni- 
camente para el caso en que f es creciente y g decreciente. Sean x, x' € E, x < x'; como hemos supuesto que 
f es creciente, entonces f(x) < f(x”), por tanto, g(f(x)) < g(f(x")), lo cual significa que g > f(x") < g > fx), 
o lo que es lo mismo, que g > fes decreciente. 


ds A Caracterización del extremo superior. Sea P un subconjunto de un con- 


AA totalmente ordenado E; para que b sea el sup E es necesario y suficiente que: 1. hb mayore 
a P. 2. Para todo elemento c de E estrictamente inferior a b existe un elemento de P estric- 
tamente superior a Cc. 


Demostración. La condición es necesaria, si no c sería un mayorante de P estrictamente inferior a c. 
La condición es suficiente si m es tal que m<b, m + b, m no mayora a P. 
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Dé un ejemplo de un conjunto ordenado (E, <) que sea isomorfo a 
(E, >), o sea el conjunto E con el orden inverso. 


Solución — £1 conjunto R de los números reales, con el orden natural, es isomorfo a R con el orden 
invertido, por medio de la función f : R—R definida por f(x) = —x; porque para cualquier par de mú- 
meros reales, x < y si, y solamente si, —-x > —y. 


Considere los siguientes conjuntos: A=(/a,, 47, 43, 44); B=4b,, ba, 


ba, ba), C= lez, ER C3, Ca), y defina las relaciones de orden para cada uno, de la siguiente 
manera: 


4, < 4), 4, < Az, A] < Ay, 43 < Ay 
bi <b3,b, < b3,b, < ba, by < ba 
(1<(¿<(3<C4 


Se definen las siguientes aplicaciones. Diga cuáles son isomorfismo. 


Mr0— ob, Ao by ae —.e, 

141». b, 47 ba A e 

43 b, 4 eb, Ay 0 6, 

A A EN eb, 0 € 
g 


y f es un isomorfismo ordenado porque f y f”* conservan el orden y son biyectivas. 
g no es un 1somorfismo. 


h no es un isomorfismo porque la aplicación inversa no conserva el orden definido en C. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Diga si el conjunto ordenado cuyo grafo se representa en la Figura 6-20 es estrictamente ordenado, 
totalmente ordenado, tiene un elemento maximal, tiene un elemento minimal. ¿Tiene elemento má- 
ximo y minimo? Dé los mayorantes, minorantes, extremo superior y extremo inferior de los siguien- 
tes subconjuntos: 1. (2,3,4). 2. (1,4, 5, 6). 3. (1,2, 3, 6). 


1 
2 6 
3 5 
1 
EE: E 4 


Figura 6-20 


NOD an a 
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Demuestre que la condición necesaria y suficiente para que una relación definida en E sea una rela- 
ción de orden es que su grafo verifique las siguientes condiciones: 


a) GoG=G. 

b) GNG "=D, con D la diagonal de E x E. 

Demuestre que la condición necesaria y suficiente para que un conjunto E, ordenado por una relación 
de grafo G, esté totalmente ordenado es que: 

a) G.G=G. 

b) GUEG*=ExE. 

e) GNGE”*=D. 

Dé un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado que tenga tres elementos minimales y dos ele- 
mentos maximales y ninguno sea máximo ni mínimo. 


Dé un ejemplo de un conjunto parcialmente ordenado en que todo subconjunto no vacio y acotado 
superiormente tenga un extremo superior y en el cual no todo subconjunto tenga un extremo in- 
ferior. 


CAPITULO 


Leyes de composición 


A continuación se van a estudiar las «leyes de juego» que permiten «combinar» entre sí los 
elementos de un conjunto. 

Si se examinan las cuatro operaciones de la aritmética: adición, sustracción, multipli- 
cación y división, se verá en el capítulo siguiente que la suma y la multiplicación desempeñan 
un papel fundamental en virtud de sus propiedades. 

En N, la suma hace corresponder a dos números, x, y, un tercer número ze N, llamado 
la suma de «x» y «p». La suma es una ley de composición interna: componierido x con y se 
obtiene z. En términos de aplicación se puede decir que la adición hace corresponder a toda 
pareja (x, y) de N x N un elemento 2 de N. 


V(x, y), (y )ENxN, 2: 2=x+y 
(oy) >2=xXx+y 


Cualquiera que sea la pareja (x, y) existe en N un elemento z que es la suma de x y y. ** 


Se dice que la suma está definida en todo N. 
En N, la multiplicación es también una ley de composición interna definida en todo N. 
"A toda pareja (x, y) de N x N le corresponde un elemento z € N llamado produc to de «x» y de «y». 


V(x, y), (1, y)EN xo N, d2:2= 
(y)>:2= 


l 
E 
w 


La multiplicación es también una aplicación de N x N en N. Considere la resta en N. 
A determinadas parejas (x, y») de N x N les corresponde un elemento z llamado diferencia 
de «x» y «y». qx 

Por ejemplo, a (3,5) >3 — 5 = ? no tiene respuesta en N. La sustracción es una ley de 
composición interna, pero no está definida en todo N. La resta está definida solamente six > y. 
Por tanto, la sustracción no es una aplicación de N x N en N. 

Por el contrario, en Z la sustracción es una ley de composición definida en todo Z. Es 
una aplicación de Z x Z en Z. 

La división no está definida en todo: N. 


: 36 
AL E 
15 1 


(14, 3) > E = Y No tiene respuesta en N. 


173 


174 LEYES DE COMPOSICION 


Por el contrario, la división es una ley de composición interna definida en todo Q*. A toda 
pareja (x, y)eQ xQ le corresponde un elemento ze Q* llamado cociente de x y y. 


Vx, y), (1, y)eQ* x 0*, d:2= 


(a, y)> 2 


Rx < IX 


La división es una aplicación de Q* x Q* en Q*?. 


Definición. Una ley de composición interha, notada +, hace corresponder a determinadas 
parejas (x, y) del conjunto producto E x E un elemento único z de £. 
Es una aplicación de una parte S de Ex E en £, 


Víx, y), (a, y)eS, dz:2=x=*y 
F:(1y)>2=xx*p, 0, J[(x, y)]] =2 


Se dice que z es la compuesta de x y de y. Se puede representar por 


- + 


==. 
++. 


La ley representada por (+) se dice aditiva y la representada por (:) multiplicativa. 

Si S=E x E, se dice que la ley de composición interna está definida en todo E. Una 
ley de composición interna definida en todo E es una aplicación de E x E en E. En ese caso 
se dice que la ley de composición es una operación interna, o cerrada o clausurativa. 

La ley de composición se llama interna por dos razones: 

a) Se componen dos elementos del mismo conjunto E. 

b) El resultado es un elemento de E. 


Ejemplo 7-1. En R, la media aritmética es una operación interna 
xy=Í2 


Ejemplo 7-2. Sea c la biyección del conjunto E = [A, B, C) sobre sí mismo. 


a 48 
Lal 
Figura 7-1 


Si A, B, C representan los vértices de un triángulo equilátero, la biyección e corresponde 
á una simetría cuyo eje es la mediatriz de AB (que pasa por c). 
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> sl 
Sea f la biyección de E sobre sí mismo. 


A f le corresponde la rotación del triángulo ABC de 120” como se indica en la Figura 7-2 al- 
rededor de O. 


Á 
e 
K E b 
E Á 
B c 
a 1 
Pd | e 
[ 
> 
a 
Figura 7-2 


Se pueden componer las dos biyecciones y definir a partir de c y f una nueva biyección de 
E sobre sí mismo, realizando primero c y después f. 
La biyección obtenida se escribe: a =fx*c. 


c(4) = B, f1B) = F[c(4)]] = A a(4) = A 
c(B) = A, f(4) =/[c(B)] = C= a(B) = C 
dC) =C, f(C) = f[e(C)] = B=>a(C) = B 


Figura 7-3 


entonces a= fc: 


E 


Figura 7-4 
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Figura 7-5 


A esta biyección corresponde la simetría axial del triángulo ABC cuyo eje es la media- 
triz de BC (que pasa por 4). 

Existen seis biyecciones del conjunto E = (A, B, C) sobre sí mismo. (Vea Fig. 7-5.) 

A e corresponde una rotación de O” alrededor de O (transformación idéntica). A d le corres- 
ponde una'rotación de 120” alrededor de O en el sentido inverso a las manecillas del reloj. A f 
corresponde una rotación de 120” alrededor de O en el sentido de las manecillas. 

A a ke corresponde la simetría cuyo eje es la mediatriz de BC. 

A b le corresponde la simetría cuyo eje es la mediatriz de AC. 

A c le corresponde la simetria cuyo eje es la mediatriz de AB. 

Las rotaciones e, d, f conservan la orientación del triángulo, mientras que las simetrías 
a, b, e la modifican. 

La composición de dos biyecciones de E sobre sí mismo es una biyección de E sobre sí 
mismo. La composición de las biyecciones de £ sobre sí mismo es una operación interna. 

Sea M = (e, a, b, c, d, f) el conjunto de las seis biyecciones de E sobre si mismo. Forme- 
mos la tabla de composición de esas biyecciones. En la tabla de M x M remplacemos cada 
pareja por su imagen. Por ejemplo, (f, c) por f=c=a. 


Tabla 7-1 Tabla 7-3 


Asi el elemento a, compuesto de la biyección c seguido de la biyección /, figura en la 
fila de f y enla columna de c. (Vea Tabla 7-1.) La flecha recuerda el orden en que se deben 
componer las biyecciones. Se efectúa primero la biyección c y después f. 

En E = [1, 2, 3, 4, 5, 6). La formación del máximo común divisor (m.c.d.) es una ope- 
ración interna. Por el contrario, el mínimo común múltiplo (m.c.m.) no está definido en todo E. 
(Vea Tablas 7-2 y 7-3.) 

En O(£) la intersección, la reunión y la diferencia simétrica son operaciones internas. 
Si E = (a, b), C(E) está formado por los elementos ¿, (aj, (bj, E. (Vea Tablas 7-4, 7-5 y 7-6.) 
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Tabla 7-4 Tabla 7-5 Tabla 7-6 


SUBCONJUNTO ESTABLE CON RESPECTO 
A UNA LEY INTERNA 


Definición. Sea E un conjunto dotado de una operación interna *. Se dice que una parte S 
de £ es estable con relación a la operación * si la compuesta de dos elementos cualesquiera 
de S es un elemento de S. 

S es estable (clausurativa o cerrada) > Vx, Vy, xeSayeS=xx*yeS. 

En este caso, la ley de composición * es una operación interna en $. 


Tabla 7-7 
Ejemplo 7-3. Si E = (—1, 0, +1) la multiplicación es una opera- 
ción interna. 


E es una parte estabie de Z dotada de la multiplicación. 
En £ los siguientes subconjuntos son estables: 


Ejemplo 7-4. En Q los subconjuntos N, Z*, Z”, Q” son estables con respecto a la suma, 
y los subconjuntos N, Z, Q* son estables con respecto a la multiplicación. 


Ejemplo 7-5. En N el conjunto de los números primos no es estable ni para la adición ni para 
la sustracción. 


Definición. En un conjunto £ un subconjunto Á es una parte permitida para la ley x si Vae A, 
Vre E, arz an 2x*aea, lo cual significa que Ex A CA AA*ECA. 


Ejemplo 7-6. En Z el subconjunto (n : n = zk, ke Zj es una parte permitida para la mul- 
tiplicación. 


Ley externa. Una ley de composición externa, definida sobre un conjunto E = (a, b,c,...). 
Con un dominio de operadores £ = [a, $, ...) es una operación que permite hacer corres- 
ponder.a todo par ordenado de £2 x E un elemento bien determinado de E. 


Es decir, es una. función con dominio N x E y codominio E. 


fa.e)=xu-e 


Ejemplo 7-7. El producto de un vector por un real, cuando (2 = reales, 
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Ejemplo 7-8. Si Q =N y si E = Q”, se define una ley externa por 
f:(a,x)eN x Q* > (0, x) =>». 


Es la exponenciación entera en Q. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Indique, en Q, cuáles de los siguientes subconjuntos, dotados de la operación indicada, son estables: 


RA (Qs) 
(Q Do (e:ix>3), +) 
hos 


2: En los siguientes conjuntos se da una ley de composición. ¿Está definida en todas partés? 


E Ley de composición. 
a) Múltiplos enteros de 7. Suma. 

b) Enteros módulo 5. Producto. 

c) E mez). Suma. 

d) (x:x=2n, neN). Producto. 

e) (x:x=2n, neN). Semiproducto. 


Establezca la tabla de composición de las biyecciones de E = (a, b) sobre sí mismo. 
Verifique que en £= (1,2, 3, 6) la formación del m.c.m. es una operación interna. 
Si E = (a, b, c), forme la tabla de composición de las biyecciones de E en E. 


Complete las Tablas 7-8 y 7-9. 


a q 2 


Tabla 7-8 Tabla 7-9 


¿Se puede construir una tabla análoga en el conjunto (0, 1)? Si es así, ¿para cuál operación? 
7. Complete las Tablas 7-10 y'7-11. 


Tabla 7-10 Tabla 7-11 
Ula|a|E “lala]ale 
A E A ! 
B b Bla] 

E ó Ñ 


En cada caso, ¿qué se puede decir de A y B? 


Examine el conjunto de los números pares para las leyes a + b, a-b. 


9. Sobre el conjunto £ = (1, 2, 5 se designa por a » b el resto de la división de a? por 3. Construya la 
tabla para esta ley. ¿Por qué se obtiene una ley de composición interna? 


10. La ley E x F, definida sobre la familia de conjuntos (E, F, G), ¿es interna? 
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ASOCIATIVIDAD DE UNA LEY DE COMPOSICION INTERNA 
Definición. Una ley de composición interna, notada », es asociativa en E si 
(ary)rz=xx*(y*z) Vx, y, ze E 
Cada vez que los dos términos de la igualdad estén definidos. 


Ejemplo 7-9. 1. La suma en R es asociativa. 


Vx, Vy, Vo, (a+ y)+42=x+ (+2) 
2. La multiplicación en R es asociativa. 
Vx, Vy, Vz, (x-y)-z=x-(y:2) 


3. La operación x*y=x en R es asociativa. 


Vx, Vy, Vz, (x*y)rz=xx*z 
xx*(y*z)=x.* y 


on 
x= 


Ejemplo 7-10. La operación interna x* y = x + y — xy, es asociativa en R. 
Falta mostrar que Va, Vb, Ve (a*b)*c=ax*(b*c). 
Cálculo de (a * b)x*c. 
Sea d=ax*b=a+ b-— ab. 


laxb)rc=d*c=d+c-— de 
Remplacemos d por a + b— ab. 
(axb)xc=(a+b—ab)+c—(a+b—abe=a+b+c-—ab— ac— be + abe (1) 


Cálculo de a * (bx c). 
Seaf=bxrc=b+c- bc. 


ar(bxc)=arf=a+f-af 
Remplace f por b+ c— be 


arlbxc)=a+ (b+c—be)—alb+c —be)=a+b+c—be—ab— ac + abe (2) 
(1) y Q) muestran que la operación es asociativa. 
Ejemplo 7-11. La ley xx y= ELA es asociativa en R. 
1+xy 
Cálculo de (ax b)xc. 
(arb)re=drc= EE con az 
A 
de donde ebro A Ss ponen de (1) 
METETE 1 + ab + ac + be 


1+ab 
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Cálculo de a « (b x c). 


abro ar = 1h con si 
b+e 


de donde ax (b«*c)= mt Gofvabe + Date 


Ho T+betab+ac 
l + be 


(2) 
l+a: 


(1) y Q) muestran que la ley es asociativa. 
Ejemplo 7-12. En G(£), y, U, A son operaciones asociativas. 
Contraejemplos. La resta no es asociativa en Z. 
Q=5)-3=(-3)-3=-6; 2-(5-3)=2-2=6 


La división en Q no es asociativa. 


(:3):4=2/3:4=2/3- 1/4 = 1/6 
2:(3:4)=2:3/4=2-4/3=8/3 


La media aritmética en Q no es asociativa. 


o UD: Dar _a+b+2e 

(asilo == | ÓN )- 4 

artbro=ar 703 bie) Aábte 
2 2 2 4 


Nota 1. La asociatividad de una operación interna permite suprimir los paréntesis. 
(xr y)rz=x*(yrz)=x*y.z 


Nota 2. La asociatividad, de tres elementos cualesquiera, implica la asociatividad para un 
número finito cualquiera de elementos. 


Nota 3. La asociatividad de una operación interna en E implica la asociatividad en todo 
subconjunto S de E. 
Si S no es estable, puede suceder que la compuesta de varios elementos no esté definida, 


Tabla 4-12 Para la ley x* y =x + y — xy el subconjunto S = (0, 


1, 2, 3) no es estable, Por tanto, la ley no está definida en 
todo S, 


(2x2)*x3=0x*3 
2+(2*3)=2*2? 


mou 
2 


Es decir, una de las compuestas está definida, mientras 
que la otra no. 


Y 
DO 


LALLO 


Si se tiene n términos, a,, 4, . . .. 4,, los paréntesis se pueden colocar de manera arbi- 
traria. Si la ley es la suma y el producto, la expresión a, * (a, * ay)... a, se suele escribir: 
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n 
1 a, +4,+-:*:*+4,= Xa, Para la suma. 
i=1 
” 


2. ay xa,x-::xa,= Ia; Para el producto. 
1 


En el caso de que a, = 
l. a +0,+:::+4,= 
2. 4xXaX-" 


+-= 4, =4 se escribe: 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


11. ¿Cuáles de las siguientes operaciones son asociativas en Q? 


a) x*y=3x +2). d) x*y=x» 
b) x=*y=2y e) x. y 
C) xr y=y. f x+* 


12. Verifique cuáles de las siguientes leyes son asociativas. 


ad) x*y= e) 
b) xry= 12) 
Cc) xa yp= g) xy =x»-3x-3dy +12 
d) xry=xy+x+y. h) EA 


x+y 


13. Si fíx)=x +3, g(x) = 2x, h(x) = x?, verifique que la compuesta de las tres funciones es asociativa 


14. EnR. a y bh dos reales dados, muestre que la ley x * y = ax + by es asociativa. 


Conmutatividad de una ley de composición interna 


Definición. Sea E un conjunto dotado de una ley de composición interna +. Se dice que la 
ley es conmutativa si 


X*y=yx*x Vx, ye E 
Cada wez que (x= y) y [y + x) estén definidos. 


Cualquiera que sea la pareja escogida (x, y) en E x E, la compuesta de x y y es independiente 
del orden de composición. Las parejas (x, y) y (y, x) tienen la misma imagen: x* y = yx*x. 


Ejemplo 7-13. En R, la suma es conmutativa. 


Vx. Vy, j x+y 


En R, la multiplicación es conmutativa. 
Vx. Vy, xy = yx 
En R, la media aritmética es conmutativa. 


Vx, Vy, xey=*H2 
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En R*, la media geométrica es conmutativa. 


Vx, Vy, xy = xy 


qa 
y*x=y/yx 


En R, la media armónica es conmutativa. 


2xy 
Vx, Vy, x.y =—= 
Xx, YY y + y 
yJrx= 3% 
y +x 
En 6(£), la U, NM, A son conmutativas. 
Contraejemplos. La resta no es conmutativa en Z. 2-3=-1,3-2=1. 


La división no es conmutativa en Q*. 3: 8 = 3/8. 8 : 3 = 8/3, 
La compuesta de dos biyecciones de E = [4, B, C] sobre si mismo no es conmutativa. 
En efecto, vea la tabla del triángulo. 


arb=d  bra=f 


En N*, la operación de exponenciación, que a la pareja (a, b) asocia a?, no es conmu- 
tativa. 


Nota 1. La conmutatividad de una operación en un conjunto E implica la conmutatividad 
en todo subconjunto S de E. 


Nota 2. Si una ley es conmutativa en un subconjunto S de £ no es necesariamente conmu- 
tativa en E. En el ejemplo del triángulo, la operación es conmutativa en el conjunto (e, d, f) 
de las rotaciones, pero no es conmutativa en (e, a, b, c, d, f). 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


15. ¿Es la composición de simetrías centrales conmutativa? ¿Es la composición de rotaciones con el mis- 
mo centro conmutativa? 


16. ¿Cuáles de las siguientes leyes son conmutativas? 


a) xry=x+2y f xr y=x+p+1l 

b) n= 3 3 e) xey=2—xy+ y. 

C) x«y=2xp. A) xs y = (x— lx + y) + 3y?. 
d) x*y=xy. id) xey=|x- pl. 


e) x*y= (Y. 
17. Sea « una ley no conmutativa. ¿Existe un elemento z tal que z+ a = ab para a y b dados? 
4) x.y=2x+y. c) AER 
A da 


b) xry= $ 
e 


d) Composición de simetrías axiales. 


18. Sobre Q*, se define la ley a= bh = a + 1/b. Demuestre que esta ley no es asociativa y forme todos 
los compuestos obtenidos con a, b, e y d en este orden. 
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Elemento neutro. Elemento absorbente 
Definición. Se llama elemento neutro de una operación un elemento e tal que 

Vx, Xre=erxx=x 
Ejemplo 7-14. En R, dotado de la adición, O es el elemento neutro. 

Vx, x+0=0+x=x 

En R, dotado de la multiplicación, 1 es elemento neutro. 
Vx, il tex 


Ejemplo 7-15. En el conjunto M de las biyecciones de un conjunto X' sobre sí mismo, la bi- 
yección que aplica a X sobre si mismo es el elemento neutro para la composición de biyecciones. 


Vx, CLA 


En el ejemplo de las biyecciones de E = (A, B, C) sobre sí mismo (vea Fig. 7-6) / toma, 
en ese caso, el nombre de transformación idéntica o identidad. 


Figura 7-6 
Ejemplo 7-16. En ((E) dotado de la intersección, el conjunto E es el elemento neutro. 
VW, XNE=ENY=X 
Ejemplo 7-17. G(E) dotado de la reunión, f es el elemento neutro. 
VX,XU$=P$UX=X 
Ejemplo 7-18. ((E) dotado de la diferencia simétrica, f es el elemento neutro. 


VWX,XA$=QHAX =X 
En efecto, 


XAO =$HAX=lx yl NM $) =bb =X 


Ejemplo 7-19. Para las leyes 
XEY=x+Y—XY 


0 es el elemento neutro. 
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Teorema 1. Una operación interna admite a lo más un elemento neutro. 

Demostración. Supongamos que existen dos elementos neutros distintos e y e”. 
e es neutro > Vx, xre=ex*xx=x 


En particular, si 


x=e>ere=ere =e' (1) 
e' es elemento neutro => Vx, xre' =e *x=x 
En particular, si 
x=e>e.e =exe=e (2) 
De (1) y (2) y la transitividad de la igualdad se tiene 
e =.e' contrario a la hipótesis 
Definición. Se llama elemento absorbente de una operación interna *, un elemento « tal que 
Vx, x*ra=a*x=0x 
Ejemplo 7-20. R dotado de la multiplicación, O es el elemento absorbente 
Vx,x:0=0:x=0 
Ejemplo 7-21. GP (E) dotado de la intersección, el conjunto $ es el elemento absorbente 
W,XNóé=P9NX=4 
Ejemplo 7-22. (P(E) dotado de la reunión, el conjunto E es el elemento absorbente: 
VW, XUE=EUX=E 
Teorema 2. Una operación interna admite a lo más un elemento absorbente. 
Demostración. En efecto, supongamos que existen dos elementos absorbentes: a y u'. 
a es absorbente > Vx, x*a=a4*x=a 
En particular, si 
x=a' se tiene a r*a=x%*a=0a (1) 
a' es absorbente > Vx, xx*a =a *x=a 
En particular, si 
x=0, se tiene aro =4*0=4' (2) 
De (1) y (2) y la transitividad de la igualdad se tiene 


a =a' contrario a la hipótesis 
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Ejemplo 7-23. ¿Cuáles son los eventuales elementos absorbentes de la ley 


0 
lL+xy 


x+0 
1+x0a 


Vx ad=ad4rx=a=> =a0>x+a0=a+x0 > x(l —0?)=0 


Y como esto se debe verificar cualquiera que sea x, resulta que 
1-%=0>29=1l, v,a=-1 
Aparentemente existen dos elementos absorbentes; este resultado no contradice el enun- 


ciado, por tanto, la ley no está definida en todas partes. La compuesta de 1 y —1 no está de- 
finida: 


1) + (1) 0 
=1) + (1) = |] === 
Eb 1+(-D0) 0 
Nota. No se debe confundir el elemento neutro con el elemento absorbente. Los errores de 
cálculo son frecuentes con 0 y 1. La distinción entre elemento neutro y elemento absorbente 
no se localiza en la fórmula de definición, sino en el empleo de los cuantificadores V, 3. 


da tal que Vb, axb=bxa= b=<>a es elemento neutro 
Jb tal que Va, a*b=bxa=b=<>b es elemento absorbente 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


19. ¿Cuál es el elemento neutro de EF para la ley f< g? 


20. En (N*, +), las leyes que a (a, b) le hacen corresponder el m.c.d. y el m.c.m. de a y hb; ¿cuál es el ele- 
mento neutro? 


Elementos simétricos 


En el conjunto N, cero es el elemento neutro para la adición. Si a + 0, no existe a' en N tal 
que a+a'=0. 
En N, 1 es el elemento neutro para la multiplicación, pero no existe a' e N, tal que a-a' = 1. 


Definición. En un conjunto que admite un elemento neutro (e) para la multiplicación (*), 
un elemento a' es inverso a izquierda de a si a'xa =e. 

Un elemento a” es inverso a derecha de a si axa” = e. 

El elemento a' es simétrico de a si a'xa=ax*a'=e. 

Note que a también es simétrica de a; los elementos a y a' se llaman simétricos. Se dice 
que un elemento es simetrizable o invertible si tiene simétrico. 

En el conjunto de los números, se llama opuesto al simétrico para la ley (+), e inverso al 
simétrico para la ley (-). En el conjunto de las biyecciones, se llama simétrica, a la aplicación 
recíproca para la ley (2). 


Teorema. Si para una ley asociativa un elemento tiene simétrico, el simétrico es único. 
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Demostración. Sea a' inverso a izquierda de a. 
Sea a” inverso a derecha de a. 


axara” =(a raja” =exa  =a"] 
axara =dax*(ara”)=a4re=a' | 


>arara =a04=a" /, ad=4a 


Elementos regulares 
En N se demuestra que la ecuación 4+ x=a+y=>x= y y que para a 4 0, sia:x= 
a:y>x=y. 


Pero 0-x=0-y+x= y. 


Definición. Un elemento a es regular o simplificable para una operación (+) en un conjunto 
si x y y son dos elementos cualesquiera del conjunto; entonces 


aXrx=agsy>x=y y x*ra=yra>x=y 
Un elemento S es singular o absorbente si cualquiera que sea el elemento x, 
Sex =$. =$ 


En N todo elemento es regular para la suma y todo elemento distinto de cero es regular para 
la multiplicación. Cero es singular para la multiplicación. 


DISTRIBUTIVIDAD DE UNA OPERACION INTERNA 
CON RESPECTO A OTRA LEY INTERNA 


En R, la multiplicación es distributiva con respecto a la suma; se tiene: 


Vx, Vy, Vz, xy + 2)=xy+x 
Vx, Vy, Vz, (x + y) =xz + pz 


En R, la multiplicación es distributiva con respecto a la sustracción; se tiene: 


Vx, Vy, Vz, x(y — 2) = xy — xz 
Vx, Vy, Vz, (x — y) =x2 — pz 


En R, la división es distributiva a izquierda con respecto a la suma, y también es distributiva 
a izquierda con respecto a la sustracción. 


Vx, Vy, Vz,z 4 0 - 


+ 
nen e 


Vx, Vy, Vz,2% 0 => 


ni ix ulx 


Por el contrario, la división no es distributiva respecto a la suma y la resta. 


=1/5  (1:2)+(1:3)=1/2 + 13 = 5/6 
=1 (1: 3) - (1:2)=1/3 — 1/2 = —1/6 


En O(£), la U y la ( son distributivas la una con respecto a la otra (vea los diagramas 4, 
4a y 5, Sa de la Fig. 7-7). 


AMIBAC) 
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1 la 


MANBNC=ANIBNC) 


MUBUC=AU(BUC) 


MABJAC=AA(BAC) 


4 4a 
AV(BNC)= 
MUBNAUC) 

5 Sa 
ANBUC)= 
AUNBUIANC) 

6 6a 
AN(BAC)= 


ANBAANC) 


Verifique las relaciones anteriores utilizando colores. 


Figura 7-7 


ANBUANCc) 


A 
Y, 


MANBAANO 
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En P(E), dotado de A y de (7 la intersección es distributiva con respecto a la diferencia 
simétrica (vea los diagramas 6, 6a de la Fig. 7-7). 


Definiciones. Sea E un conjunto dotado de dos operaciones internas +, -L. Se dice que la ope- 
ración 1 es distributiva a derecha con relación a la Operación «* si 


Vx, Vy, Vz (c*y)lLz=(x12)* (yz) 
Se dice que la operación 1 es distributiva a izquierda con respecto a la operación * si 
Vx, Vy, Vz xl (yz) = (xl y). (212) 


Se dice que la operación 1 es distributiva con respecto a la operación + si ella es distributiva 
a derecha y a izquierda. Es el caso en que la operación 1 es conmutativa. 


Ejemplo 7-24. Z dotado de la suma y la operación x Ly =x. 
La operación 1 es distributiva a derecha con respecto a la suma 


(xxp)li=x+y (lz+(GOlz=x+> 
de donde 
(x+ylz=(x12)+(y12) 
La operación L no es distributiva a izquierda con respecto a la” suma 
xL(+2=x (+ y)+ (x12)=x+x=2x 
de donde 


xl(y+2)%4(x.1y)+ (ez) 


OPERACION INTERNA COMPATIBLE CON UNA RELACION 
DE EQUIVALENCIA 


En los párrafos anteriores se estudiaron las clases de restos (mod 1). Tomemos el ejemplo de 
las clases de restos (mod 5). 
La relación de congruencia (mod 5) determina en Z cinco clases de equivalencia: 


, =10, —5,0,5,10,15,... =(x:x =5K,KeZ) 
.., 9, -4,1,6,11,16,...) =(x:x=5K+1,KeZ) 
A A SK +2,K6eZ) 
,.-7,-2,3,8,13,18,...) =([x:x=5K+3,KeZ) 
6, -1,4,9,14,19,...)=[(x:x=5K+4,KeZ) 


Estas clases gozan de una propiedad importante con respecto a la suma y la multiplica- 
ción en Z. 
Caso de la suma: 


7eC,, 9elC¿> 7+9=16€C, 
-3€C,, =1el¿>-3+(-1)= -4eC, 
2eC,, =6el¿> 2+(-6)= —4eC, 
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Cualesquiera que sean los representantes escogidos, uno en la clase C, y el otro en la clase Ca, 
su suma siempre es un elemento de C,. Lo mismo sucede con las otras clases. 

Se dice que la adición en Z es compatible con la relación de congruencia (mod 5). Enun- 
ciada en su forma general es: 


Propiedad 1. Si x, y x, Son congruentes (mod a) y si y, y y, son congruentes (mod »), las su- 
mas (x, + y,) y (x2 + y) son también congruentes (mod »). 
En efecto, 


*X 
Yi 


xz (mod n) > x, — x = Kn, KeZ 
Y, (mod n)=> y, — y, = Kn, KeZ 


ma 


Sumando miembro a miembro las igualdades obtenidas 


(a —x2) + 01 —y2)=XKn+Kn 
(a + Yi) — (a + ya) = (K + Kn, (K + K)eZ 
de donde 
(x, + y1)= (x, + y2) (mod n) 


Caso de la multiplicación: 


TEC, 9el¿>7:9=63=3€C, 
del,  =1eC¿w(=3(21)= 3605 
2eC,  —6eC¿>2A-6)=12eC, 


Cualesquiera que sean los representantes escogidos, uno en la clase C, y el otro en C4, su pro- 


ducto siempre pertenece a la clase Cy. Se dice que la multiplicación en Z es compatible con la 
relación de congruencia (mod 5). 
La propiedad general se enuncia asi: 


Propiedad 2. Si x, y x, son congruentes (mod »r) y si y, y y, son congruentes (mod »). Los 
productos x,y, Y X¿Yz Son congruentes (mod »). 
En efecto, 


a 
Yi 


xz¿ (modn)>x,—x,=XKn >x,=x,+XKn, KeZ 
y, (modn)> y, — yy =Kn9> y, =y,+Kn, KeZ 


amm 


Multiplicando miembro a miembro las dos últimas igualdades se obtiene 


X1Yy = (2 + Km, + Kn) 

X1Y1 = %2Y + K'ixzn + Kyan + KK'n? 

YY — M2 = (Kx2 + Kv + KK'nin 
— 


eZ 
de donde 


X1Y1 = X2)2 (mod n) 


Las dos propiedades estudiadas permiten dotar a los conjuntos de las clases residuales 
(mod na) de una adición y una multiplicación. 

Para sumar dos clases es suficiente sumar en Z dos representantes cualesquiera escogidos 
en cada clase y tomar como suma de esas clases la clase que contiene la suma de los represen- 
tantes. 
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Ejemplo 7-25. Mod S. 


2+4=6=1 (mod 5), 6€C, 
7+ (-6)=1=1 (mod 5), 1eC, 
Ed+(ED=-4=1  (mod5),-4eC, 

Se escribe C, + C4=C,5  Cp+C¿=? 
10+8=18=3 (mod 5), 18€C, 
004+3:= %H=3 (mod 5), 3€eC; 
54 (=7)= =2=3 (mod 5), -2€ C; 


Se escribe Cy + Cy = Cj. 

La Tabla 7-13 es de adición de las clases de restos (mod 5). 

La suma está definida en todo. Es asociativa; por tanto, la suma de los representantes 
en Z es asociativa. C, es el elemento neutro de la suma. Para multiplicar dos clases de restos 
(mod na), se procede de la misma manera a partir de los representantes. 


Tabla 7-13 Tabla 7-14 


(mod 5), 8eC; 
(mod 5), — 12€ Cy 


(mod 5), 12eC, 
(mod 5), -63 € C, 


Se escribe Cz + C,¿ = Ca. 

La Tabla 7-14 es de multiplicación de las clases de restos (mod 5). 

La multiplicación está definida totalmente. Es asociativa; por tanto, la multiplicación de 
los representantes en Z es asociativa. C, es el elemento neutro y C, el absorbente. 


EJERCICIO PROPUESTO 


21. Muestre que la relación p divide a x — x' en Z (p natural > 1) es compatible con la suma y multi- 
plicación en Z. Construya las tablas de suma y productos de los conjuntos Z/pZ para p = 2,p = 3, 
p=4,p=6 
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Nociones de homomorfismo e isomorfismo 


Considere a Z dotado de la suma y el conjunto de las clases residuales (mod 2) dotado de la 
suma (Co, C,). 
A todo número xe Z se le hace corresponder la clase (mod 2) a la cual pertenece. 


A E DA A 
Clase Es EC Gisnas 


Esto da una aplicación f de Z sobre (Co, C,). 
Esta aplicación goza de una propiedad interesante. Si se suman dos enteros en Z y si se 
suman las clases imágenes, las sumas obtenidas se corresponden por f. 


35C, 
-14C, 
(6)+(-D=2; C,+C,=C; 
25€, 
De una manera general: 
x1>C; o i=x;, (mod 2) 


xa > €); o 
xi +xo>C o 


2 (mod 2) 
1 + x2 (mod 2) 


E 10 >i+j=x,+x, =K(mod 2)>C,=C,+C, 
La imagen de la suma en Z es igual a la suma de las imágenes en (Cy, C,). Se dice que 
f es un homomorfismo. 


Definición. Sea E un conjunto dotado de una operación interna * y. un conjunto F dotado 

de una operación interna _L. - 
Una aplicación f de E en F es un homomorfismo si la imagen del compuesto de dos ele- 

mentos cualesquiera de E es igual a la compuesta de las imágenes de esos elementos en F. 


f es un homomorfismo => Vx,, Vx2, f(x, * x,) = f(x,) 1 f(x,) 


Ejemplo 7-27. Z dotado de la multiplicación y F = ([—1, 0, 1) dotado de la multiplicación. 
La aplicación f de Z sobre F definida por 


x>0x>1 
sli =0,x>0 es un homomorfismo. 
lx<0,x>-—1 


En efecto, Ú es el elemento absorbente de la multiplicación en Z, su imagen es O elemento 
absorbente de la multiplicación en F. Por otra parte, si x, y x, son diferentes de cero se tiene 


alfa fi El El del 
Xy LA Ap ga 


f:ix> bal = fx). fi (xx) = Mx): Ax2) 
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Ejemplo 7-28. N* dotado de la suma y el conjunto F = (2", n e N*; dotado de la multiplica- 
ción. La aplicación f de N* sobre F = (2", ne N) definida por f : x > 2* es un homomorfismo. 
En efecto, 


Gx, b 2% 

lx, 52% 
Xx +x>2: 
x+1x+42* 


producto de imágenes 
imagen de la suma 


Puta = 2%1, 2%, de donde fix, + x7) =(x,)- fíx2). 


Definición. Cuando la aplicación f que establece un homomorfismo es biyectiva, se dice 
que f es un isomorfismo. 

En el ejemplo precedente f establece un isomorfismo entre N* dotado de la suma y F do- 
tado de la multiplicación, 


Ejemplo 7-29, En R, dotado de la multiplicación, la aplicación 


f:x=>x",neN 


es un homomorfismo de R sobre sí mismo. 


f£x> 
> 
f:3x¡x > (x,x2Y = f(x,x2) 


Ahora: 


(xa) = (x1x9)(11 1) + (12) = 0. 
n veces 


en razón de la conmutatividad y asociatividad de la multiplicación en R, De donde f(x, x,)= 
SA) Ax). 

Cuando n es par, f aplica R sobre R* U (0). 

Cuando n es impar, f es biyectiva y f verifica un isomorfismo. 


Ejemplo 7-30. En R, dotado de la multiplicación, la aplicación f : x > yx es un isomorfismo 
de R* sobre sí mismo. 


1x>yYx 
Six > YX 
od dla 


Se pueden interpretar los resultados de los Ejemplos 7-29 y 7-30 como una especie de dis- 
tributividad de la elevación a la potencia n y de la extracción de la raíz cuadrada con relación 
a la multiplicación. Se tienen las mismas propiedades con respecto a la división. En dichos 
ejemplos se obtienen todos los casos de distributividades para las seis operaciones elementales 
de la aritmética. Se resumen en el diagrama que se muestra a continuación: cada operación 
es distributiva con relación a las dos operaciones de la línea precedente. 
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Multiplicación División 
Elevación a una Extracción de 
potencia una raiz 


Por el contrario, la elevación a una potencia y la extracción de la raíz no son distribu- 
tivas con respecto a la S$uma y a la resta. 


V9+16=//25=54+ /9+ /16=3+4=7 


(+2 =5=254 3 4+2=9+4+4=13 
3%=25=y1M14 /36-/2=6-5=1 
(4-3IP=1P=144-32=16-9=7 


Ejemplo 7-31, Entre (E) dotado de () y P(E) dotado de U existe un isomorfismo, pasando 
a los complementarios. (Vea Fig. 7-8.) 


E E E E 
lor 
15 
Y 
(6) | 
l Ce(4 M2) 


Figura 7-8 


Con el fin de ilustrar los conceptos estudiados presentamos el conjunto N de los números naturales en 
forma axiomática. 


NUMEROS NATURALES 


El conjunto de los enteros naturales se puede determinar por los axiomas siguientes, llamados 
axiomas de Peano: 


Axioma 1. Existe un conjunto N de elementos, llamados enteros naturales, a los cuales per- 
tenece cero. 


Axioma 2. A todo entero natural n le corresponde otro entero natural, único, llamado el 
siguiente de n y se representa por n*=n +1. 


Axioma 3. Dos enteros distintos tienen sucesores distintos. 


Axioma 4. Cero no es el sucesor de ningún entero natural. 
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Axioma 5. (Axioma de inducción o recurrencia.) Si A es una parte de N que tiene por ele- 


mentos por una parte cero y por otra parte el siguiente de todo entero natural, entonces el sub- 
conjunto A es igual a N. 


Suma de números naturales 


Definición. La suma en N es la aplicación de N x N en N, escrita +, tal que 


VxeN, x+0=>x 
Vx, y)eN xN, x+y*=(x + y)" 


Cero es el neutro a derecha. Las demás propiedades se demostrarán a continuación, basadas 
en los axiomas de Peano. 


Teorema 1. Cero es el elemento neutro para la adición. 
VxeN, 0O+x=x 


Demostración. La propiedad es verdadera para x = 0: 0 +0 =0, es decir, 0 es neutro a 
derecha. 


Si la propiedad se verifica para n, es decir, 0 + n = nm, entonces calculemos 0 + n*. Por 
definición de adición, 0 + n* = (0 + a)", y por la hipótesis de recurrencia, 0 + n= n, en- 
tonces 0 + n* = n* y la propiedad es verdadera para n*. Por consiguiente, según el axioma 
de inducción, la propiedad es verdadera para todo x que pertenece a N. 


Teorema 2. Si el siguiente de cero es 1, entonces VxeN, x*=x+ 1. 
Demostración. En efecto, x+ 1=x+0* 


(x + 0)* por definición de suma y 
x+l=x 


Teorema 3. La ley + es asociativa: Vx, y, zeN (x+y)+2=x+ (y +2). 
Demostración por inducción sobre z. La propiedad es verdadera para cero: 
(x+ y) +0=x+ (y +0) por definición de suma 
Si la propiedad es verdadera para n, (x + y) + n= x + (y +m), entonces 
(x+y)+0n"=((x+ y) + 12) por definición de suma 
= (x + (y +m))* por hipótesis de inducción 


x+(y+n) por definición de suma 
=x + (y+n) por definición de suma. 


Por el axioma de inducción se sigue que la propiedad es verdadera para todo z€N. 
Teorema 4. La ley + es conmutativa, es decir, 
Víx, y)eN x N, x+y=y+x 


Demostración por inducción sobre y. Se deja al lector como ejercicio. 
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Teorema 5. En N, ningún elemento distinto de cero tiene simétrico para la suma, es decir, 
x+y=0=>(x=0, y y =0) 


Demostración. Sea x+ y =0. 
Suponga que y + 0; entonces y tiene un antecesor *y = y — 1. Por consiguiente, 


x+(y+1) por Teorema 2 
=(x+'y)+1 por Teorema 3 
= (x + y) por Teorema 4 


Ep 


Entonces 0 = (x + *y)*” implica que 0 es el siguiente de un número, lo cual es contra- 
dictorio al Axioma 4. 

La hipótesis y + 0 se debe desechar, de lo cual resulta que y = 0. 

Como la suma es conmutativa, se obtiene de la misma manera que x= 0, 


Teorema 6. Todo entero natural es regular para la adición, es decir, 
VxeN  a+x=b+x=>a=b 

La demostración se hace por inducción sobre x y se utiliza el hecho de que la aplicación f tal 
que x> f(x) = x + 1 es inyectiva. 

La propiedad es verdadera para cero: a+0=b+0=a=b, 

Si la propiedad es verdadera para n, a+n=bw+n=>a=b, 

Seaa+n=b+nm* 0 (a +) =(b + mn), definición de suma. 

Como f es inyectiva, entonces a + n= b+m=a= b, según la hipótesis de inducción. 
Multiplicación de enteros naturales 
Definición. La multiplicación en N es la aplicación de N x N en N escrita (.) tal que 


VxeN, 20 =0 


Vx, y)eN xN, x= 


Teorema 1. El número cero es singular para la multiplicación, es decir, 


Demostración por inducción sobre x. 
La propiedad es verdadera para x= 0, por tanto, 0-0 = 0 por definición de la mul- 
tiplicación. 
Si es verdadera para n, 0:n=0 
0-n”=0-2n+0 por definición de multiplicación 
=0+0 por hipótesis de inducción. 
Según el axioma de inducción, la proposición es verdadera para todo xeN. 


Teorema 2. La multiplicación es conmutativa, es decir, 
Víx, y)eN x N, x:y=y:x 


La conmutatividad se establece por inducción sobre y. Pero antes de hacer esto es convenien- 
te demostrar el siguiente lema, que también se demuestra por inducción sobre y. 
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Lema. Cualesquiera que sean los naturales x y y, x* + y =xy + y. 
Demostración del Teorema 2. La propiedad es verdadera para y = 0, 
2 0.=0*x =0 por Teorema 1. 
Si es verdadera para n, x-n= n:x, entonces 
. 


a +x por definición de multiplicación 


E eo Ar por hipótesis de inducción 
=n-x por el lema. 
Por el axioma de inducción, se sigue que la proposición es verdadera para todo y e N. 
Teorema 3. El número 1 es el elemento neutro para la multiplicación, es decir, 
VxeN, O E 
Demostración. Es suficiente mostrar que 1 €s el elemento neutro a derecha 
x-1 Pa 
Teorema 4. La multiplicación es distributiva con respecto a la adición 
Víx, y, 77ENXNxN, (a + y) = xy + xz 
Demostración. Es suficiente demostrar la distributividad a derecha por inducción sobre z. 
La propiedad es verdadera para z = 0, entonces (x + yP0 =x-:0+y-:0=0, 


Si es verdadera para n, (x+ p)ln=x:n+y:n 


(x+ y)" =(x+y):n+(x +) por definición de multiplicación 
X>RNH+ Y NARA Yy por hipótesis de inducción 
(xn + x) + (yn + y) por propiedad de la suma 


=x nn +y:n por definición de multiplicación. 


Entonces por el axioma de inducción la propiedad es verdadera para todo z€N. 
Teorema 5. La multiplicación es asociativa, es decir, 
Víx, y, 7]ENxNxN, (x- y) = x(y: 2) 
Demostración. Se establece por inducción sobre z, empleando el Teorema 4. 
Teorema 6. En N, si un producto es nulo, entonces uno por lo menos de los términos es nulo. 
x:y=0=>x=0 o y=0 


Demostración. Sea xy =0. 
Si y + 0, entonces existe *y (precedente de y) 
xy =x:(y)+x 
Como 


x (y)+x=0>x=0 porel Teorema 5 de la suma 
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Entonces 
xy=0>x=0 o y=0 


Teorema 7. En N, ningún elemento distinto de 1 tiene simétrico para la multiplicación, es 
decir, 


Demostración. Sea x-y= 1. 
Entonces y % 0 (por el Teorema 1), por tanto, existe *y. Y 


xy=x(y)+x 

De la misma manera x + 0, entonces existe *x, y, x ='*x + l. 

Por consiguiente, x-y=x-*('Y)+x =1=>x(y)+'"x=0>"x=0yx=1. 

La hipótesis se convierte en 1: y = 1, de donde y = 1. 
Teorema 8. En N* = N— (0) todo elemento es regular para la multiplicación, es decir, 

ax=by y xf0>a=b 

La demostración se hace por inducción sobre x, tomando por primer elemento x = 1. 

Consecuencia. De esta propiedad resulta que para todo a e N* la aplicación g, tal que 


x => 2 (x)=a:x 


es inyectiva y que a + b= g, + b,. 
En efecto, g,(x) = gy(x)>a:x=b:x,six*$ 0=>4=b. 


Potencia entera de un natural 


La potencia n-ésima de a (a € N y ne N) es el entero natural, escrito a”, que se lee «a elevado 
a la n», definida por 


VaeN, 4 =1 
VaeN, WneN, a"?! =0g a 


Las propiedades de las potencias enteras resultan de la definición. En particular, 


VaeN, Vím, n)eN?, a" a” = am” 
VaenN, Vín, p)eN?, (AP =a"” 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Sea f: Nx N=>N la operación mínimo común múltiplo, es decir, 


fla, b) = m.c.m. de a y b 


¿Es f conmutativa?, ¿es asociativa? Halle el elemento neutro de f. ¿Qué elementos en N, 
si los hay, tienen inversos y cuáles son? 
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APP 
solución Como el m.c.m. de a y b es el mínimo común múltiplo de b y a, f es conmutativa. 
La demostración de la asociatividad es simple. 
El número 1 es el elemento neutro porque el m.c.m. de 1 y un número 4 es a, es decir, m.c.m. 
(Ll a)=a 
Como el m.c.m. de dos números a y b es 1 si, y solamente si, a = 1 yb = 1; el único número que tiene 
inverso es 1 y, además, es su propio inverso. 


54] 


Considere la operación g : Q x Q > Q definida de la siguiente manera: 
gla,b)=ar*rb=a+b- ab 


1. Vea si g es conmutativa. 2. ¿Es g asociativa? 3, Halle el elemento neutro de g. 4. ¿Qué 
elementos de Q tienen inverso y cuáles son? 


asb=a+b-ab y bxra=b+a-—ba 


g es conmutativa porque la suma es asociativa y la multiplicación conmutativa. 


2. (arbjrc=(a+b—ab)rc=(a+b—ab)+c—- (a+ b-abje=(la+b—ab)+c—(a+b 
=able=a+b—ab+c—ac—be+abe=a+ b+c— ab — ac — be + abe. 


lar (b=c)=ar*(b+c—=bc)=a+(b+c-be)—alb+c—be)=a+b+c—bc— ab— ac + abe 


Esto muestra que g es asociativa. 
3. Un elemento e es neutro para g si axe = a para todo a de Q. 


are=a, a+e-a=a, e-ae=0, ell —a)=0, e=0 
0 es el elemento unidad. 
4. Para mostrar que a tiene inverso x, se debe tener que a * x = 0, puesto que por 3, 0 es el elemen- 


to neutro. 


arx=0, a+x—ax=0 a=ax—-x, x(a — 1), 


afía — 1) 


Así, si a + 1, entonces a tiene un inverso y es a/(a — 1). 


Sea h una operación de N x N > N definida de la siguiente manera: 


hía,b)=ax*b=a 


1. ¿Es h conmutativa? 2. ¿Es h asociativa? 3. ¿Tiene elemento neutro? 4, Si los 
elementos tienen inverso, ¿cuál es? 


1. Como a*+b=a, y bra= b, h no es conmutativa. 

2. Como (a*b)«c=axrc=a y ar (brc)=ax*b=a, h es asociativa. 

3. Si h tiene elemento neutro e, entonces, por definición de identidad, e + a = a para todo a € N. Pero 
por definición de h, exa = e. Entonces no hay elemento neutro. 


4. No tiene sentido hablar de inverso cuando no existe elemento neutro. 
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ee 
7 Sea (o) una operación en R? definida por (x, y) o (x”, y") = (xx' — yy",xp" 
+ xy”). Verifique que es conmutativa y asociativa. 


1, Conmutativa. (x, y)o (xy) = (1x1 — yy, px + xy") = (Xx — YY, YX + Xx) = 
(4, y) (y). ajo ¿ 

2. Asociativa. ((x, y)o(x, y'))o(%”, 9") = (xx — yy, yx + xy) 0 (x", y") = ((xx" — yy')x" — 
Ox + 29), Ox + xy)" + (Ax — yy YY) = (ax — YX" — YY" — YY", YX" XX + 
xxy" — yyy) = (2%, y) o (Qe, y) o (e, y) = (a y)o (1éx" — yy", yx" + yx) = (dex — 
YI) — IX + YX) Ox — YY) + A A JU) = ("YY — NR y, yx 


IVY A Ya + yx) = (o, y) o (x, y) 0 (0, y). 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


22. Sea D(a) el conjunto de los divisores de un número natural a. Muestre que, en ese conjunto, el m.c.m. 
es una operación definida en toda parte. ¿Existe elemento neutro y elemento absorbente? 


23. ¿Existe aplicación de R en R que desempeñe el papel de elemento absorbente para la composición 
de aplicaciones de R en R? 


24. ¿Cómo se reconoce en una tabla la presencia de elemento neutro? ¿Elemento absorbente? 
25. El conjunto E = (e, a, K) está dotado de una ley de composición, tal que 


1 Vxxex=e. 
2. ees el elemento neutro. 
3. a es el elemento absorbente. 
Construya la tabla de composición. 
26. Elementos idempotentes. Se llama elemento idempotente de una operación interna + todo elemento 
tal que x*x=x. > 
El elemento neutro y el elemento absorbente son idempotentes. Encuentre otros elementos idem- 
potentes para las leyes siguientes: 


a z,-: d CDA 
b) Z,- e) OE), U 
a Ze: JN CE), A 


27. 0(E£), dotado de la diferencia simétrica, ¿admite elemento absorbente? 
28. Se da la ley de composición 


Axy + Bx+Cy4+D 


x*.y= 
, axy+bx+cy+d 


Muestre que la relación x«*e = x implica 


bx? + (Bd + D 


a+ (e Am C 
¿Bajo qué condiciones es e independiente de x, de manera que la ley admita un elemento neutro? 


Axy + Blx+y)+ C 


—_— A es asociativa si admite un elemento neu- 
axy + b(x+y)+ 0 


29. Pruebe que la operación x* y = 
x+y 


tro. Esta condición es apenas necesaria, pero no suficiente. (Vea el ejemplo xx* y = en R.) 


200 


LEYES DE COMPOSICION 


30. Compare las leyes de composición siguientes en R*: 


31. 


32. 


33. 


34. 


35. 


36. 


a 
b 


€ 


) Media aritmética m, = ==. 

) Media geométrica m, = /ab 

) Media armónica m, = Eco 
a+b 


Pruebe que mz =M,*M, Y M, < M, S My. 


E 


studie la ley de composición de las resistencias en paralelo: 
1 1 Z R¡R 
=== += con R=R¡*R, == 
RORR, E ATA 


¿Es la ley asociativa? ¿Admite elemento neutro? No 


Dos lentes de distancias focales F, y f, están separadas por una distancia /. La distancia focal f del 
sistema está dada por 


1 1 1 


FRFET con f=frh= 


Estudie la ley de composición. ¿Es asociativa? ¿Admite elemento absorbente? 


En Q, ¿es la ley 1 distributiva con respecto a la ley +? 


a 


b 
S 


) x«y=2x +2. x Ly =hxy. 
) xry= x+ p+1l xly=x. 


ea E = (0, 1). Se define en E una ley (x) por la Tabla 7-15. ¿Es la ley asociativa, conmutativa, admite 


elemento neutro? ¿Los elementos admiten simétrico? 


Tabla 7-15 Tabla 7-16 


En el mismo conjunto se define una ley (T) por medio de la Tabla 7-16. Conteste la misma pregunta. 
Estudie la distributividad de las dos operaciones. 


En N se define la operación (+) de la siguiente manera: 


pue 


Va, beN, arb=a+b+ab 


Calcule 1x2; 0+2; 3+4; (2+*5)+*6. 

¿Cuáles son las cualidades de la operación +? 

¿Existe elemento neutro, en N, para la ley +? ¿Existen en N los elementos simetrizables para la 

ley «2 

Estudie la distributividad de esa ley para la adición en N; para la multiplicación. 

Resuelva en N la ecuación (3 + x%) + (2 + x) = 160. Si se define EN para n > 1 por. 
a1=a 
am) =g(M=1)4 q 


'n N se define la ley (T) por aTb= 2a + b. 
Calcule 07 2; 3T5; 2T1(37T4); QT3)T4. 
¿Cuáles son las cualidades de la ley T? 
¿Existe elemento neutro para la ley T? 
dU=a' 
o] 
Se define al” para n > 1 por [ón —e Ta, 


Calcule a, a, 
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37. En N se define la exponenciación, simbolizada (*), por 


41. 


VaeN,ar0=04=1; Ma bjeN xN* arxb=d4 


1. Calcule 1+ 1; 2+4; 5+38; 2*(4+* 5); S+(S + 8). 
2. ¿Cuáles son las cualidades de la ley +? 
3. ¿Existe elemento neutro a izquierda?, ¿a derecha?, ¿elemento neutro? 
4. Estudie la distributividad de la exponenciación con respecto a la multiplicación. 
En O(£), partes de un conjunto £, se define la operación A por 
AAB=(4— BJU(B— A) 
1. ¿Es conmutativa la operación?, ¿asociativa? 
2. Muestre que existe elemento neutro. ¿Todo elemento (subconjunto de E) posce un simétrico? 
3. Muestre que la operación (| es distributiva con respecto a la operación A. 
Sea E = fa, b, c), dotado de una ley de composición interna, definida de manera incompleta por las 


Tablas 7-17. 

1. ¿Existe asociatividad, independientemente de la manera como se llene la Tabla 7-17? ¿Es impo- 
sible que exista asociatividad? 

2. Las mismas preguntas para la conmutatividad. 

3. ¿Existe elemento neutro, cualquiera que sea la manera en que se llene la Tabla 7-17? 

4. Las mismas preguntas para los cuatro elementos dotados de la ley interna que definen de 
manera incompleta la Tabla 7-18. 

5. Para la ley de composición interna (+) que define la Tabla 7-19, determine los elementos x tales 
que verifican las siguientes relaciones: 
a) x*b=c; D) x*x 0; 6) xex=x; d) cex=x. 


Tabla 7-17 Tabla 7-18 Tabla 7-19 


En el conjunto N* de los naturales (cero excluido), se definen dos operaciones definidas de la siguien- 
te manera: 


anb=m.cd. de a y b; av b=m.cm. de a y b 


Calcule 12 a 36; 12 v 36; 5 A 2; 2 v 5. 
2. ¿Son las operaciones conmutativas? ¿Existe elemento neutro? 
3. Verifique por medio de dos ejemplos que 


an db y e) lanb)y (arc) 
avibac)=(a v b)a la v c) 


En el conjunto de los racionales (cero excluido) se define la operación (+): 


1/1 1 
a05=5(2+;) 


l. Calcule ax+b para a= —50, b= 25, a = 3/4; b= 25/3. 
2. ¿Es la operación (+) asociativa? ¿Tiene elemento neutro? ¿Es conmutativa? 
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En el conjunto de los racionales se define una ley (T) por 


aTh=a+2ab +b 


ca (2) (3) (9) ES) 


2. Estudie la conmutatividad y la asociatividad de la operación. 

3. ¿Existe elemento neutro? ¿Cuáles son los ejementos simetrizables? 

4. Demuestre que la compuesta de dos elementos distintos de —1/2 es un racional diferente 
de —1/2. 

5. Demuestre que para todo racional, diferente de —1/2, admite un simétrico distinto de —1/2. 

6. ¿Qué se puede decir de (Q — (—4], T)? 


Resp.: Los racionales excepto —j son simetrizables; el simétrico de a es a' = Na 
4. Se demuestra la propiedad contraria: 
(aLb)=-i>a=-5 b=-%  porquealb=-—¿=a+ 2ab +b=--—3, 


la cual equivale a 4u + 4ab + 2b+1=0<(2a + 1)(26 + 1)=0. 

En el conjunto Q de los racionales se define la ley (+) por a*b=a+b4+ ab, 
és 5) ( E 

1. Calcule. (—1) + (-2); qe 33) [(=3) + 4] » (-9). 


2. ¿Cuáles son las cualidades de la ley (+)? 

3. ¿Existe elemento neutro? ¿Cuáles son los elementos simetrizables? ¿Cuál es el simétrico de —37, 
¿de 2/32 
¿ 


4. Demuestre que la restricción de » a Q'=Q - <= pos una ley interna en Q”. 


LA 
3 
En el conjunto A de los números reales, de la forma a + b/2 con a y b enteros, se define una 
Operación (+) de la siguiente manera: 
(a, + 61/2) + (a, + b,/2) = a, + a, + (b, + b7)/2 
y una operación (X) 
(ay + b1/2) X (a, + b3,/2) = (a,a7 + 2b,b,) + (a1b, + 6102) /2 


1. Estudie la asociatividad, la conmutatividad, la existencia de elemento neutro, la existencia para 
un elemento de un simétrico y la distributiva del producto con respecto a la suma. 

2. Demuestre que los únicos elementos de 4 invertibles son tales que a? — b?= +1. 
Resp: a+ 5/2 es invertible si, y solo si, existe (x, y) tal que 


bx+ ay=0 


" 


de + 2by = 1 


=b 


Sid-b40x= 


a => > - 2 =4 y Pla —- WY=b> 
= q 


1 = (a? — 26%)? — 2y?). 
Es decir, (x, y)eZ?=> a? — 2% = +1. 


En un conjunto E la operación (T) es asociativa. Sea a un elemento fijo de E. Se define una nueva ope- 
ración (+) tal que a la pareja (x, y) le hace corresponder el elemento x« y =xTaT y. 


1. Muestre que la operación (+) es asociativa. 

2. Muestre que la operación + es conmutativa si T lo es. 

3. Suponga que la operación T es conmutativa, que posee un elemento neutro e, y que todo elemen- 
to tiene un simétrico. 
Muestre que la operación * admite elemento ncutro y que todo elemento de £ tiene un simétrico 
para la operación +. 


47. 


48. 


49. 


51. 


52. 
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En un conjunto £ dotado de una ley (+), asociativa y no conmutativa, se define a”, (n e N*) por al = a 
yati=dra, 
Demuestre que Vane N*, a"*a=axad". 


En el conjunto £ de los puntos de la recta real se define la ley (+) por m * n = 1, punto medio de los 
puntos m y n. : 


l. ¿Es la ley * asociativa? ¿Es conmutativa? 
2. Muestre que cualesquiera que sean los puntos a, b, c y d de E 


(ar b)s(crd)= (arc) (bed) 


3. ¿Cómo se traduce esta propiedad en una tabla si la ley = es conmutativa? 


En (P(£) sabemos que la ley f es asociativa, conmutativa e idempotente si 
VWXEP(E), XNX=X Yi xXCYeoxXnY=Y 
En un conjunto E dotado de una ley x, asociativa, conmutativa e idempotente, establezca que la re- 
lación < definida por 
XXI DxXx*yp=y 


es una relación de orden. 


Se considera el conjunto K= (0, 1,2, 3, 4), que verifica los axiomas de Peano, remplazando el 
Axioma 3 por el Axioma 3”: «cero es el siguiente de cuatro» y las definiciones de las leyes + y. Dé las 
tablas para la suma y el producto en K. 


En el conjunto N, demuestre las siguientes relaciones por inducción: 
Lo S(M=1+3+5+-::+Qn-3)+Qn—-1)=8P. 


1 z 
S: SM= 14844 IP rn 1 
1 
3 E 1:24 2-3 400004 1) qn + DO + 2). 
1 
4. Es) =1-2:3 42-344 0404 Dn 4 2) = ql + Dn + 2) + 3) 


En el conjunto N de los enteros naturales, ¿cuál es el número de soluciones de la ecuación x + y =n? 
¿Cuál es el número de soluciones de la ecuación x + y +2 =n57 

Si p(n, p) representa el número de soluciones, en N, de la ecuación x, + X2 +" +x,p4=M 
(n y p enteros naturales dados). Demuestre que 


»re 


pla, p)=p(n,p—1) + 01—1,p—- 1) + p(n—2,p— 1) +++ +(0, p — 1) 


3. Demuestre que g(n, p)= p(n— L, p) + p(n, p — 1). 
4. Demuestre por inducción que 


1:-2-3...(p-1):p-p(m, p)= (1 + 1) +2)... (1 + p) 


Indicación. 2. Utilice la definición de ¿(», p) dando a x,, , sucesivamente los valores 0, 1,...,n. 
3, Utilice la relación establecida en 2. 
4. Inducción sobre p (verdadera para p = 1). 
Para demostrar que la relación es verdadera para p + 1, suponiendo que es verdadera para p, 
se debe mostrar que 


(+ Dina +1)...A+p- Dio+ Dlan-—in...(n+p-2) +: +1:2:3...= 
(p+1)-a(a+ Día +2)... (1 + p) 


Si F = (0, 1) y E un conjunto cualquiera, A un subconjunto de £, y, es la aplicación de E en F tal que 


pax) =0 sixg A, palx)=1 sixeA 
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1. Si E=(a,b,c,d) y A= (a, b, d), represente el grafo de py. 
2. Si A y B son dos subconjuntos cualesquiera de E. A' el complemento de A con respecto a E. 
Demuestre que cualquiera que sea el xe E 


Para) = PA Pd Paya) = Pal) + palo) — Pax) — Palxdi 1 Pa = Parlx) 
3. En el conjunto de las aplicaciones de E en F se definen dos operaciones (-) y (+) definidas por 


Pa Pa = Paro y Pa* Pa = Paya 
Demuestre que 
Pa Pa= Pa y ParPa= Pa 


.La operación es asociativa 
pc (par on) = (90 Par (0c condi Por lva Pm) = (0c* Da) * (0c + 08) 


¿Qué se puede deducir para las operaciones - y +? 
SiS, =14+24+-+m5,=124 2 4-45, =P 424-400; 
Si¿=1* + 2% + --- + nm*. calcular la fórmula que da a cada una de las sumas. 

Si n es un número natural, se escribe: 


f0)=01 
Li) = FN) + JM DA + FM) HH) 
A AENA 


Calcule f,(0), f,(1), f2(0), f2(1) y dé la expresión general de f,(n). 
Verifique que para 1 > 1, f,(n) = 4(S, + S,). Deduzca la expresión general de f,(n). 


EA) 
S [ Fan) 


fan) + fin 1) +++ +£() + £0) 
FL) + fm 1) +++.) + 400) 


Calcule £(0), A(1), 4), Sa(0), fa(1), faQ). Hallar f, (1) == (S,+38,+25,). 
Muestre que para n > 0, entero, se tiene que 


San +1) = fal) + fal) + 0 + 00) + 0) +1 
Si E es el conjunto de los naturales inferiores a 100.000, cuyas cifras, leidas de izquierda a derecha, 
no son crecientes, los números de una cifra (o excluidos) pertenecen a E. Si a + 0, ¿cuántos números 
existen en E, de dos cifras, que comienzan por u y no son superiores al número que se escribe aa? 
¿Cuántos hay que comiencen por (a — 1), (a — 2), ...? Deducir que en £ hay f,(a + 1)- 1 


números de dos cifras no superiores a aa. ¿Cuántos números hay en E de dos cifras? ¿Cuál es el nú- 
mero de elementos de E? Resp.: 2997 números. 


CAPITULO 9 


Estructuras algebraicas. 
Anillos. Cuerpos 


ESTRUCTURA DE GRUPO 


En este capitulo se estudiarán conjuntos dotados de una ley de composición interna que veri- 
fica determinadas propiedades; esto define una estructura, 

El conocimiento de los conceptos de grupo, anillo y cuerpo, permiten dar una descripción 
clara de las propiedades algebraicas elementales de los sistemas de números y también mostrar 
que estas estructuras algebraicas aparecen en muchas ramas de la matemática. 


Definición. . Si G es un conjunto dotado de una ley de composición interna (operación) +, 
se dice que (G, *) es un grupo si se cumplen los siguientes axiomas: 


Axioma 1. (VxIVWy) : (x* y)eG. Clausurativa. 

Axioma 2. (Vx)kVy)(Vz) : (x* y) + x*(yx*2z). Asociativa. 

Axioma 3.  (Jele € GX xx*e= x. Existencia del elemento neutro. 
Axioma 4. (Vx)(3x!) : x+* x' = xx = e. Existencia del elemento simétrico. 


sex 


Se dice que G es un grupo conmutativo o abeliano si la ley + es conmutativa. Se dice que 
el grupo es finito si el grupo tiene un número finito de elementos. El número n de elementos 
se llama orden del grupo. 


Comentario. El Axioma 2 dice que si se dan tres elementos de G no importa el orden en que 
se realicen los dos productos. El Axioma 3 dice que G no es vacío, es decir, contiene por lo menos 
a e. Si x opera sobre la pareja (x, e) o (e, x), el resultado es x; como no afecta a x, se llama 
elemento neutro o elemento identidad de G. Si G = [ej >exe = e, en este caso es fácil ver 
que (fe), *) es un grupo, que se llama grupo trivial. 

El Axioma 4 hace corresponder a cada xe G el elemento x' llamado inverso de x. 


EJEMPLOS DE GRUPOS 


Conjunto Operación 

VA Suma. 

Q Suma. 

R Suma. 
Muúltiplos de n, ne N Suma. 
Q —- (0) Multiplicación. 
R — (0) Multiplicació: 
(-1 1) * Multiplicación. 
Movimientos de un cuadrado. Composición. 
Movimientos de un polígono. Composición. 
Rotaciones de centro dado. Composición. 


El conjunto de vectores del plano o el espacio. Suma de vectores. 
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Ejemplo 8-1. El conjunto de posibles parejas de números racionales (a, b) es un grupo con 
respecto a la adición cuando la ley de composición se define de la siguiente manera: 


(a,, b1) + (az, b7) = (a, + 47, b, + b,) 


Ejemplo 8-2. El conjunto R* de las ternas (a,, a,, a3) de números reales es un grupo conmu- 
tativo cuando la adición se define como 


(a,, 47, 43) + (b1, ba, b3)= (a, + b,, 47 + ba, 43 + b3) 


Ejemplo 8-3. Sea M= fe, 0) y la ley de composición definida por 
la Tabla 8-1. M es un grupo. 


Tabla 8-1 


Ejemplo 8-4. En Q — (0) se consideran las 4 biyecciones: [+ [e [o| 


3 
Xx 
y 
x 


ze Tabla 8-2 


En el conjunto E — [e, f, g, hj se escoge como operación 
interna la composición de biyecciones. Se obtiene la Tabla 
de composición 8-2. 

La ley de composición es asociativa, porque la com- 
puesta de biyecciones es asociativa. La biyección idéntica e 
es el elemento neutro. Cada biyección coincide con la bi- 
yección inversa. 


exe=fxrf=grg =hr+h=e 


Ejemplo 8-5. Si E tiene n elementos, el conjunto de las permutaciones de E para la operación 
compuesta de funciones es un grupo y se llama grupo simétrico S,. Sin > 3, S, no es abeliano. 


Ejemplo 8-6. Sea E un conjunto dado. El conjunto P(£), partes de E, dotado de la diferen- 
cia simétrica Á, es un grupo abeliano. 

La A es una operación interna, asociativa, q es el elemento neutro y la diferencia simétri- 
ca es conmutativa. 

Cada subconjunto de E es igual a su inverso, entonces 


VA, AMA= bula N 4) = lud =4 
Ejemplo 8-7. Las clases residuales (mod 5) forman un grupo para la suma. (Tabla 8-3.) 


De una manera general, la clase C, (mod a) contiene el número k. La clase C, _, contiene 
el número n — k y las clases k y n — k son inversos la una de la otra. 


EH Gua O, 
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Tabla 8-3 
Cc; 


C; 


+|C9|C,|Cz 


Co | Co |, El simétrico de C, es Cp. 
El simétrico de C, es Ca. 
El simétrico de C, es Cj. 
El simétrico de Cy es C,. 
El simétrico de C, es C,. 


ealalala e (1 


C¿[|C2| (| Ca | Co] Cs 


CalEs 116, le: 116, 1-6, 


Cs | Cs | Co | Cr | Cz [Cs 


Algunas propiedades de los grupos 
1. En un grupo, el elemento neutro es único. 


Demostración. Suponga que e” es otro elemento neutro de G, y e+ e', por definición, 
exx=xr*e =x, VxeG. ; 

En particular, e'*e = e porque eeG. Pero exx =xx*.e; VxeG, por el Axioma 3, 
>e xe=e' porque e'e G; por tanto, e= e re=e>e=0'. 

Así, e=e' y e + e”, lo cual es absurdo. 


2. En un grupo, cada elemento admite un solo simétrico. 


Hipótesi a) x,, un inverso de x. 
1potesis; 5) xz, un inverso de x. 


Conclusión: x, = X2. 


" 


Demostración. a) x| es un inverso de x=>x¡*x=Xx*xX, =€. 
b) xz es un inverso de x>x¿*x=X*xX), =€. 


X*xXexG=(x*+x)* x= €0*x5=X> por el Axioma 2] . De 
XXX = Xx (Ax) =x,+0=X por el Axioma 2f '* 


II 


3. En un grupo 


axXy=>x=y 
yrb>x d 


se expresa este hecho diciendo que, en un grupo, todos los elementos son regulares o que la 
ley * es cancelativa. 


Demostración de la primera regla: 


arx=ax*y<oa x(axx)=a'* (a: y), asociativa 
(a xajxx=(a xaj*yoerx=eryox=), Axioma 3 


La segunda regla se demuestra de manera análoga. 
La contrarrecíproca de la primera regla es: 


xfy>arxftary 
f(x) =ax*x,  afija. 
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La aplicación f, : x>a*x es inyectiva por la Propiedad 3 y sobreyectiva. 
En efecto, Vz € G, existe x= a'*z, z la imagen por f,. 


f.:a4rz>ar+*(arz)=(ara)rz=e*2=2 
Esto muestra que f, es biyectiva. 
En la tabla de composición de un grupo cada fila contiene una vez, y una sola, cada ele- 
mento del grupo. Porque empleando la ecuación a * x = E, todo elemento a tiene inverso 


a izquierda y a derecha quiere decir que en la fila de a debe estar b y en la columna de a 
debe estar b. De la misma manera la aplicación 


:x>xx*b 
muestra que en la tabla+de composición de un grupo cada columna contiene una vez, y una 
sola, cada elemento del grupo. 


4. En un grupo, cada una de las ecuaciones: 


(l) xx*b=a 
bry=a 


admite una solución única. 
Si la ecuación (1) admite una solución única x, se tiene que 


xi*b=a 
Componiendo a la derecha con el inverso b' de b 
(1, *b)xb'=arb >x *(brb)=ax*rb'=>x +e=axrb' 


Como e es el elemento neutro, se obtiene 


x,=asb' 
Vamos a ver que x, es solución: 
(arb)*bz=a 
ax(bx*b=a por la asociativa. 
are=a porque b' es el inverso de b. 
a=a porque e es el elemento neutro. 


(Q) Es análoga. 


5, En un grupo, el inverso del compuesto de dos elementos se obtiene componiendo 
los inversos en el orden inverso. 


(axbY=b'xa' 
Demostración. Sea u = a * b. Falta probar que v = b' *a' esel inverso de u, es decir, que 
l. uxv=e. 2. vru=e. 


l. ux*v=(ax*b)*(b'xa)=ax*x(bxrb')ra' =axrexa =axra' =e. 
2. vru=(b'=a)r(arb)=b'*(a *a)jrb=b'xexb=b'*b=e. 
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Sea A = (1, 2, 3). Considere el conjunto de todas las biyecciones de A sobre si mismo; es decir, 
las permutaciones de A, que son 3! = 6: 


I=0w=(, 3 3)-060,0,3,0,3) 
En 6 37) -0),0,3, 6,1) 
di 6 1 e = (0,3), (2, 0, 3,2) 
de ( ! e = (1, 1), (2,3), (3, 2) 
e la a :) = ((1,3), (2,2), (3, 1) 
is 5 n 3) = ((1, 2), (2,1), (8, 3) 


Nota. La multiplicación de dos permutaciones se define como la compuesta de dos biyec- 
ciones. Por ejemplo, 


A 11941 9-8? 9- 
eere=l30" "62" UU 323% 


que es otra biyección. Sabemos que las compuestas de dos biyecciones es otra biyección. La 
inversa de una biyección es otra biyección. 


e e a a 2=013 ] jr 
Por ejemplo, si pz = G 1 e >= (Uy 3 . Además, p,=p3*=1L 
La compuesta de biyecciones es asociativa. 
Esto nos muestra que el conjunto de las biyecciones de A sobre sí mismo es un grupo para 
la ley (+), y se representa por Sy. 


Nota. Si A tiene n elementos obtenemos para la ley (+) el grupo S, que en este caso tiene n! 
elementos. 


Definición. El grupo de todas las permutaciones del conjunto (1, 2,3,..., nj se llama el 
grupo simétrico y se designa por S,,. 

En la Figura 8-1 se da una interpretación geométrica del grupo simétrico $3. Se dan dos 
triángulos equiláteros con los vértices numerados. Los elementos de S,. corresponden a las 
seis maneras posibles en que uno de los dos triángulos se puede superponer sobre el otro. 


Figura 8-1 
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Sy es el grupo de las simetrías del triángulo equilátero. Su tabla es la 8-4. 


Tabla 8-4 
1 | 4 
4 
las 
Ml p¡ = rotación, 
+ 1, = imagen según la bisec- 

4 | triz de un ángulo. 

pr| o 

El Pr 

Pz | Po 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


Indique por qué los siguientes conjuntos con la operación definida no son grupos. 
a) arb=a—ben E=10,1,2,3, 4). 

b) arb=a+ben lx: -=1<x<1.xe0). 

c) arb=a  enE=|1,2,3,4). 


¿Por qué (P(E) no es un grupo con respecto a la U y M? 


Establezca la tabla de composición de los movimientos que conservan globalmente las figuras siguien- 
tes: un triángulo isósceles, un rombo, un rectángulo, un cuadrado, un pentágono regular. 


Verifique que la Tabla 8-5 no es un grupo. 


Tabla 8-5 


Calcule: 
larbjr*e y axlbx*c) 


La ley x-y = |x — pl, ¿es una ley de grupo abeliano en £ = (0, 1,2, 3)? 

¿Por qué las clases de restos (mod nr) no forman con respecto a la multiplicación un grupo? 

Establezca las tablas de multiplicación de las clases C,, Ca, . . . . C,- , (mod n) en los siguientes casos: 
n=3,n=4,n=5,n=6,n=7,n=9, n= 12, n= 13 

Si se excluye la línea y la columna de cefos, ¿en qué casos se obtiene una tabla de grupo? ¿Puede enun- 

ciar una regla general? 


Si la suma de los vectores T, y D, se define por la Figura 8-2, muestre que el conjunto de vectores del 
plano forman un grupo abeliano. 


9”. 


10. 


Ti, 


12. 


13. 


1. 


15. 


16. 
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7, +7 =V D,+4T¿+7, 


Figura 8-2 Figura 8-3 


Indicación. Para mostrar la propiedad asociativa use la Figura 8-3. 


Axiomas débiles, Demuestre que los Axiomas 3 y 4 se pueden remplazar por los axiomas más débi- 
les: 3”, existe (al menos) un elemento neutro a la derecha. e. tal que a * e = Vae G: y 4”, existe (al menos) 
un elemento inverso a la derecha, a”, tal que axa' = e. 


Indicación. Considere x tal que a' + x = e; demuestre primero que «' es también inverso a la iz- 
quierda y después que es único. 


Muestre que para un grupo finito los Axiomas 3 y 4 se pueden remplaz:r por: 


3". G contiene un número finito de elementos. 
4”. Todos los elementos de G son regulares. 


Muestre que en Z la ecuación a + x + bh =c admite la solución única: 
x= -a+c—-bh 
En (P(£), A), la ecuación 4 AX AB =C admite la solución única: 


=.AACAB 


Muestre cuál es la solución de la ecuación anterior en las situaciones de la Figura 8-4. 


JA 


Muestre que en (Sp, +) la ecuación fox+g = h admite la solución única: 


o ES ely ga 
Resuelva las siguientes ecuaciones en los grupos indicados: 
a) En (Zs. +): —24+x4+4=1 
b) En (Sp o); gox=lz 
e) En (P(£), A); AAXAA=B 
d) En (6, +); arbrxrced=0v 


a) En (G, +) se da la ecuación gx*h= h, ¿qué es g? 
hb) En (Sg, o) se da la ecuación f > g = g, ¿cuál es la permutación g? 


Sea S = R — [1]. Se define una ley sobre S, como a+h= a +b + ab. Muestre que para esta ley, 
S es un grupo, y halle la solución de la ecuación 2+ x+*3 =7 en 5. 
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Definición. 


SUBGRUPOS 


dice entonces que H es un subgrupo de G. 
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Sucede a veces que una parte H de un grupo G forma ella misma un grupo; se 


Un grupo G con más de un elemento admite por lo menos dos subgrupos: (e) y G. 


Tabla 8-6 


Si la ley se representa por 
*, o, :, 0 sin signo 


Para una ley representada 
por + 


El grupo es calificado de............ 
El compuesto se llama. ............. 


El elemento neutro toma nombre de... 


Multiplicativo 
Producto 


Elemento unidad, identidad en 


Aditivo 
Suma 


Cero, elemento nulo 


el caso (0) 
El elemento neutro se representa por... |e,1,1,2,..., según los casos | 0, 0, 0, ..., según los casos 
El elemento simétrico toma el nom- 
bre de. - Inverso Opuesto 
El elemento simétrico de a se represen- 
A ar -a 


Las soluciones de a * x 
se representan por... 


x=d hb y y=b*a* 


y b/a si es abeliano 


x=y=b+ (-a) 

ob=a 

axax---=*a (p factores) se represen-| 
(EP arena pr tes iaa DAA 


a+a+--+a=pa 


Ejemplos de grupos y de subgrupos 


Grupo Subgrupo 

(Z, +) Grupo aditivo de los enteros pares. 
(Go(0), -) (05.2 

(Got0), +) (—L Dd 


Grupo de las rotaciones del triángulo equilá- 
tero [e, d, f), subgrupos (e, aj, (e, b) y (e, c). 


Grupo del triángulo equilátero. 


Para demostrar que un subconjunto S de un grupo G es subgrupo, es necesario veri- 
ficar que 

1. Ses estable con relación a la operación del grupo. 

2. e pertenece al subconjunto $. 

3. El inverso de todo elemento de S está en S. 


Nota. No se verifica la existencia del compuesto, del elemento neutro y de un inverso para 
cada elemento. Esa existencia está asegurada por las propiedades de G. Por el contrario, se 
verifica la pertenencia de esos elementos a $. 


La asociatividad en G asegura la asociatividad en S. 
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Ejemplo 8-8. En el grupo multiplicativo G de los números reales no nulos, el subconjunto 
S=jfa+ 6/2; a, be Q) es un subgrupo. 
Observe que a y b no son nulos simultáneamente, entonces 


0éQ=>0¿S 


1. Ses estable para la multiplicación: 


2bd) (ad + bc)y/2 
(a + »/2Nx + d/2) = Le 204) E ) GA AiON/a / 
eQ “eQ 
Sea m = ac + 2bd y n = ad + bc, entonces 


(a + 6/2lx + d/2) = (m +1) /28 5 


2. El número 1, elemento neutro para la multiplicación, pertenece a S. En efecto, 


l=1+0. /26S. 
3. El inverso de a + by2 pertenece a S 
E 7 b/ _a— bf? 
a+b/2 (a+by/2la—by/2) a —2p? 
1 a b, 
= —= 2 
a+by/2 a BY? 
A ME 
eQ eQ 
S S E Entonces = r+sy2€S. 
ear = ——— Y $ = ——=" _——==. 2e 
“oz? a? — 26? a+by/2 


Observe que a? — 2b? no puede ser nulo, porque 


A a 5 2 e ñ bp? 1 e 
a? — 2h? =0= a? = 2h => 772 si bio => si aj+0 
a ya 


1 
a E ib = 
yz = 8 Q, J2 as Q, lo que es imposible porque 2 es irracional. 


Tabla 8-7 
Joa naaa na 
efejajofelaly[e[n|i[x[1 |» 
aja|ó]elals[e]n[:[*|1[mle 
A E 
cleld[flelalolk[1|[mlg|[n|i 
dlalflelalóole 1ImlelnliTx 
O 
0000 A Doa daa 
Alhfeg[ml1ikfilalelsialelo 
iJilalelmir[xk[ofalelslalc!| 
k|k|i|nje|mjifojblaje|f]id 
1|i|k|i|hje[mid|c|blale|f 
mim] [k[i[nje[s]d[efoJaje Figura 8-5 
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Ejemplo 8-9. La intersección de dos subgrupos es un subgrupo. Antes de verificar este hecho 
se va a estudiar el grupo G del hexágono regular. (Vea Fig. 8-5.) 


Considere de una parte el subgrupo S, de las rotaciones del hexágono, S, = (e, a, b,c,d, f), 
y de otra parte el subgrupo del triángulo equilátero S, = (e, b, d, g, i, l). 


Tabla 8-8 


La intersección S, (A S, es un subgrupo, 
el grupo de las rotaciones del triángulo equilátero. 


SNS, = [e, b, d) 


Caso general: 
Hipótesis: Si S, es un subgrupo de G, S, un subgrupo de G > 5, (| $, subgrupo de G. 


Demostración. 1. S,(MS, es estable. 


pa > *yeS, 
xeSinS, yeS, (hipótesis 1) 


> 


>x*yes ns, 
' S x€S, xx*yeS, 
yes: MS, Al = (hipótesis 2) 


2. eeSi¡nS,. 


eeS, (hipótesis cd, q Ñ , % 
e€S, (hipótesis 2)/ eS,MSz. Es decir, la intersección + ( 


3. Todo elemento x€S, ( S, tiene por inverso x', elemento de S, NS, 


A x€S,=>x'€eS, (hipótesis 1) , 
AE ¡ad (hipótesis yor ios 


Nota. La reunión de dos subgrupos no es un grupo en general. Por ejemplo, si S, = (e, b, 
c,d, f) y S, = le, b, d, g, i, l) en el grupo del hexágono 


SUS; =([e, a, b,c,d, f, g,1,1) 
el subconjunto S, U S, no es estable; porque, eS, U S2,g€S,US,yarg=héS, US). 


SH es subconjunto no vacío de G 
Teorema. H es un subgrupo de G <> ly (xeH a ye H)> (x* y"!)eH. 


Demostración. La condición es necesaria. Sea H' un subgrupo de G, 
escH>H+ 9, 


si yeH= y"* € H, por tanto, (xeH ayeH)>xx* y 'eH. 
La condición es suficiente. Sea H CG tal que 


pri 
y («eH a yeH)>(xxy 'eH) 


Como H + ¿, existe por lo menos un elemento x e H. Entonces (xe Hrx le H)=>xx*x"!eH. 
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Ahora, xxx *=e=>e€eH y ye H=> (ex y *)e H, porque si y e H su simétrico y”* e H. 
La ley *, asociativa por hipótesis, es ley de composición interna en H; entonces 


(xeH a yeH)>(xeH a y *eH) 
>xe* (y )leH 
>x*yeH 


Ejemplo 8-10. Las Tablas 8-9 y 8-10 definen los grupos C, (clases residuales mod 4) y el grupo 
de Klein. Los diagramas muestran los subgrupos de cada uno. 


Tabla 8-9 Tabla 8-10 


al (dle ea 
10) y 7 


Grupos cíclicos 


Definición. Se llama grupo cíclico todo grupo cuyos elementos pueden ser obtenidos por 
composición de un solo elemento a y de su inverso a”. 

Se dice que el elemento a genera el grupo considerado. El elemento inverso a” no inter- 
viene en la construcción del grupo cíclico si el grupo es infinito. 


Ejemplo 8-11. El grupo de las rotaciones de un polígono regular de n lados es un grupo cícli- 
co de orden n. 


Sea a la rotación de e en sentido contrario a las manecillas del reloj alrededor del cen- 


tro. Se tiene que 


a rotación de E 
ax*a rotación de 2- e 
arara rotación de 3 - q 
axrara,... ra=e rotación de m-% a 0? 
=== 
n términos 


Ejemplo 8-12. Todo grupo aditivo de clases residuales (mod n) es un grupo cíclico, genera- 


216 ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. ANILLOS. CUERPOS 


do por la clase C,. Tal grupo también puede ser generado por una clase cuyo índice es primo 
con a. Por ejemplo, el grupo aditivo de las clases de restos (mod 8) es generado por C3: 


¡0 
+ 
A 
+ 
pN 
+ 
e 
1 
a 


4 
Cy + 034 C34+C(3+C3=C; 

E +64 Cit EC. a 

C3+ 034054034 C€C3+C34+C3=C;s 
C3+CO34+C03+034+03+C03+C3+C;3=Cpo 


Ejemplo 8-13. Z, dotado de la suma, es un grupo cíclico infinito generado por 1 y —1. 


En un grupo cualquiera G, todo elemento x genera un grupo cíclico, que es un subgru- 
po de G. 


Definición. Se lama orden de un elemento, el orden del. grupo ciclico generado por ese 
elemento. 


Ejemplo 8-14. En el grupo de las rotaciones del hexágono, los siguientes subgrupos son 
ciclicos: 


to 18, e) (ke) fc, e) 
fa,b,c, df. e íh, e) Le 
(b, d, e) (i, e) (m, ey 


Teorema. Sea G un grupo y ae G. Entonces H = (a” : ne Z) es un subgrupo de G y es el 
subgrupo más pequeño de G que contiene a a. 


Demostración. La operación producto es clausurativa en H. En efecto, para todo 
a4,a4-esH, a-a=arteH; rseZ 

4% = e; por tanto, ee H y para “eH,a"eHya":d=e. 

Nota. Si un grupo cíclico G es generado por a se escribe G = <a>. 

Ejemplo 8-15. Halle el subgrupo cíclico (3) de C;z. 


Solución. <3) debe contener a 3 y 3+3=6,y3+3+3=9, y9+3=0, porque en 
6. 


6y3 
Cia -3=9 y —6 = 6; entonces (3) = (0, 3, 6, %. 
Ejemplo 8-16. Sea (Z, +) un grupo cíclico. Halle <3). 


Solución. (3) debe contener: 3, 34+3=6,3+3 +3 =09, etc. 

0, —3, (-3) + (-3) = -6, etc. 
Es decir, el grupo cíclico generado por 3 está formado por todos los múltiplos de 3, tanto po- 
sitivos como negativos, y cero. Se representa por 3Z. Observe que 6Z C 3Z. 


Ejemplo 8-17. C, es un grupo cíclico con i y 3 como generadores: (1) = Ó) = C,. En 
cambio, el grupo de Klein Y no es cíclico porque <a», <b> y <c> son subgrupos propios con 
dos elementos. 

C., n entero positivo, (C,, +) es un grupo cíclico generado por 1. 


Teorema 1. Todo grupo cíclico es abeliano. 
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Demostración. Sea G un grupo cíclico y a un generador, es decir, G = (a>.Sia,beG=>b= a" 
y € = a”, para n, me Z. Entonces 
be = ata” = art" = a" =a"a" =cb 
Por tanto, G es abeliano. 
Teorema 2. Todo subgrupo de un grupo cíclico es cíclico. 


Demostración. Sea H un subgrupo del grupo cíclico G = <a>. Suponga que m es el míni- 
mo entero positivo para el cual a” e H, Como todo elemento de H es un elemento de G, es de 
la forma a*, ke Z. Como k = mq + r, 0<r < m, entonces a* = a”2*” = (a - a”, y, por 
tanto, 


a = (ar) 


Además, a” y a* e H, entonces a” e H. Pero como r < m, r =0. Así, k = mg. Todo elemento 
de H es de la forma (a”) y G es el grupo cíclico generado por a”. 


Ejemplo 8-18. Los únicos subgrupos de (Z, +) son los subgrupos cíclicos 1Z = (mn). 
Ejemplo 8-19. Los subgrupos cíclicos de C¿ son <0>= (0), <i) = (5) = Co (2) = (4) = 
10, 2, 4), <3) = (0, 3). 

EJERCICIOS PROPUESTOS 


17. ¿Cuáles de las siguientes tablas definen grupos? Dé los subgrupos. 


Tabla 8-11 Tabla 8-12 Tabla 8-13 


18. Sea E el conjunto de los divisores de 24. ¿Son las leyes de composición 


azb=m.cm. (a, b) 
aob=m.cd. (a,b) 


leyes de grupo? 
19. ¿Para cuáles de las siguientes leyes de composición es válida la regla de simplificación? 
arc=bsc>a=b 


y 
a) xey= 3; by xsy=2x+y; 0) xey=xp; d) x*y= 
x+» 2 


1=xy 

20. Estudie los subgrupos del grupo del rectángulo, del grupo del cuadrado, del grupo del triángulo equi- 
látero, del grupo de las clases residuales (mod »). ¿Cuáles son los subgrupos cíclicos? 

21. Resuelva las siguientes ecuaciones: x*a*x=a;ax*xx*a' =b, 


a) En el grupo del triángulo equilátero. 
b) En el grupo del hexágono regular. 
e) En el grupo abeliano cualquiera. 
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22. ¿Cuáles de los siguientes grupos son cíclicos? 

=(Q, +). 

(6" : ne Z) para la suma. 
G,= (a +b,/2; a,beZ) para la suma. 

23. Halle los subgrupos de (C,, +). Dé sus generadores y construya los diagramas correspondientes. 
Lo mismo para (C,2, +). 


24. Pruebe que un grupo cíclico con un solo generador puede tener a lo más dos elementos. 


GRUPOS ISOMORFOS 


Desde el punto de vista conjuntista, una aplicación f de E en F puede ser inyectiva, sobreyec- 
tiva o biyectiva. Si E está dotado de una ley (*) y F de una ley (T), puede suceder que la 
aplicación f de (E, +) en (F, T) tenga la propiedad 


Vx, y)EEx E, f(x=*y) = 0)TÍ0) 


Esta propiedad se llama un homomorfismo. Si f, además de ser un homomorfismo, es 
biyectiva se dice que f es un isomorfismo. Endomorfismo, si es un homomorfismo de (£, +) 
en sí mismo. Automorfismo, si es un isomorfismo de (E, +) sobre sí mismo. 

Considere los siguientes grupos: el grupo del rectángulo, el grupo de las cuatro biyeccio- 
nes e, f, g, h y C(E) dotado de la diferencia simétrica A en el caso E = (a, b). 

El grupo del rectángulo comprende 4 elementos: la transformación idéntica í, dos sime- 
trías axiales s y £ y la rotación de 180”, r. (Vea Fig. 8-6.) 


Tabla 8-14 


ex—>x 

fox>-x 
g:x=> lx 
h:x= —1/x 


Tabla 8-16 


E = conjunto dado 
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Entre los tres grupos (vea Tablas 8-14 a 8-16) se pueden establecer biyecciones compati- 
bles con las operaciones de los grupos. 


ise 
rofeola) 
sego lb) 
tehe E 


Las biyecciones siguen siendo válidas si se componen dos elementos de un grupo y sus 
imágenes en los otros grupos. Por ejemplo, 


res =1 fxz =h (0) A (by = E 
Vs 
Los tres grupos tienen la misma estructura. Es interesante hacer notar la analogía entre los 
grupos escogidos en los tres dominios de la matemática: la geometría, el álgebra y el álgebra 
de conjuntos. Excepto las notaciones, los tres grupos tienen la misma tabla de composición. 


Son tres modelos concretos del mismo grupo abstracto: el grupo de Klein. (Vea Ta- 
blas 8-17 y 8-18.) 


Tabla 8-17 Tabla 8-18 


E A E 


ejelealóle 


ala ela 14 


DO 


La Tabla 8-18 es una representación del grupo de Klein para la ley x, siendo e la trans- 
formación idéntica; a, b, c, las simetrias con respecto a los ejes X, Y. Zen coordenadas car- 
tesianas. Los tres grupos dados son isomorfos al grupo de Klein. ¡Verifíquelo! 


Definición. Sea G un grupo de operación (+) y G' un grupo de operación (-). G y G' son iso- 
morfos si se puede establecer entre ellos la biyección: 


Vx, Vy, fla y) = fx) f(y) 
dicho de otra manera: 


fx) 
SÓ) 


>X*ypoxoej 


Teorema 1. En un isomorfismo, los elementos neutros se corresponden. 
Demostración. Sea e el elemento neutro de G y € el de G. En G, 

Vx ex =x.e=x 
Por la biyección f, se tiene que en G 


Vx, flexx)= fíx+ 0) = f(x) 
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Como f es un isomorfismo, Vx, fle)o f(x) = fx) > fle) = f(x). 
=>Vx ox =xo00=X 


Entonces ¿€ = f(e) es un elemento neutro en G. Como el elemento neutro es único, ¿ = é”, es 
el elemento neutro de G. 


Teorema 2. En un isomorfismo la imagen del inverso de un elemento x es el inverso de la 
imagen de ese elemento. 


Demostración. En efecto, en G, x"*x=xx*x' = e. Por la biyección f, se tiene que en G 
Sex) = fíxxx") = fc) 


Por ser f un isomorfismo, en G se tiene que 


eE LO) S6)= J0)> Si) = Mie) 
XoX=XoX =é8 

Por tanto, el elemento x' = f(x”) es el inverso del elemento f(x) de G. 
Teorema 3. Un isomorfismo conserva el orden de un elemento. 


Demostración. Sea x un elemento de orden n de G. 


XSAXAXF CES] O 


n términos 
En G se tiene que flx*xr*x*--=*x)= fle)> fla)o flx)o---0 f(x) = fe) 


>xokXoxkxo---oX=E 
A 
n términos 


Entonces X es de orden n en G. 


Teorema 4. Todos los grupos cíclicos de orden n son isomorfos ál grupo aditivo de las clases 
residuales (mod n). 


Demostración. Sea G un grupo cíclico de orden n generado por el elemento a y sea C, el grupo 
de las clases residuales (mod n) generado por C,. Sea f la biyección definida por 


as>C; 
araoC¡+C,=C, 
arara>C14C,+C,=C; 


n términos n términos 


La biyección establece el isomorfismo pedido. 


Teorema 5. Todos los grupos cíclicos de orden infinito son isomorfos a Z dotado de la adición. 
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Demostración. Sea G un grupo ciclico de orden infinito generado por el elemento a. Sea f la 
biyección definida por 


Esta biyección establece el isomorfismo. 


1 e 
a a an — 1,a,a%,a*,...) es un grupo multiplicativo, que 
aa a 
es isomorfo a Z, dotado de la adición. 


Ejemplo 8-20. Sea S=(—.. 


Se cm y > Laa,a, 
a a a 

z 11112111 

LE 2 1,0. 1,2. 3, 


Este isomorfismo permite prolongar la correspondencia entre los exponentes en S y los 
elementos de Z con la convención 


A m1 y am 
Entonces: 
Si» A AA A aa 
1 1 E e 
Z+ ets ile 10 12 


Para multiplicar dos elementos de S basta sumar los exponentes. Se remplaza la mul- 
tiplicación en S por la suma en Z, grupo isomorfo. 


Ejemplo 321. (Z, +) y QZ, +) son grupos isomorfos. La biyección x > 2x de Z en 2Z 
muestra tal isomorfismo. 


Ejemplo 8-22. C, y S¿ no son isomorfos porque no tienen el mismo número de elementos. 


Ejemplo 8-23. (Z, +) y (Q, +) tienen el mismo número de elementos y, sin embargo, no 
son isomorfos, porque el primero posee la propiedad algebraica de ser cíclico, mientras que 
Q no lo es. 


Ejemplo 8-24. (Q*, -) y (R*, -) no son isomorfos, porque no existe una biyección entre ellos 
y también porque la ecuación x? = 2 no tiene solución en Q*, pero sí en R*. 


Ejemplo 8-25. C¿ no es isomorfo a S¿3. Ambos tienen seis elementos. C¿ es abeliano y Sy no 
es abeliano. 
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Homomorfismo de grupos 
Sea G un grupo dotado de la operación * y G un grupo dotado de la operación (+). Una apli- 
cación f de G en G es un homomorfismo si 
Vx, Vy fixry)= f(x)>£0) 


Definición. Se llama núcleo K de un homomorfismo de G en G el conjunto de los elementos 
de G que tienen por imagen el elemento neutro é en G. 
K=(x: f00) = €) 


Figura 8-7 


Teorema. El núcleo K de un homomorfismo es un subgrupo de G. 


Demostración. 1. K es estable: 
xeK=> f(x)=28] e 3 
a el SOX) N) = é0é=6é 


Como f es un homomorfismo: f(x*y)=2%=>xx*yeK. 
2. ees un elemento de K porque: f(e) = ¿=>ee€K. 

3. SixeK=>vweK 

xeK=> f(x) =8€ (1) 
En G: 


AER 1 


Por la aplicación f en G se tiene que flx' + x)= f(x * x') = fle) y como f es un homo- 
morfismo: 


So fx) = Ax) o (x) = fe) 


Por (1): f(x")oe=e> f(x) => fía) =e>x EK. 


Operación externa en un grupo 


Sea G un grupo dotado de la operación *. En Z se escribe: 3 +3 4+3+4+3+4+3=5-3= 15, 


En R se escribe: 2.1.1.1 Lay 


A 
4 


4 
Si se generalizan los dos ejemplos anteriores, se puede escribir: 
axa=2la a =(—ila 
ax*ara=3la axa' =(-2)La 
axaraxs-=«a=nla ara a 
n términos n términos 


Además, a=1laye=0_la. 
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El paralelismo en las dos notaciones está asegurado por el isomorfismo que existe entre 
Z dotado de la adición y el grupo cíclico de orden infinito generado por a, si a es de orden in- 
finito. Por el isomorfismo entre Z dotado de la adición y el grupo cíclico de orden n, si a es de 
orden n. E 

Así a toda pareja del conjunto producto Z x G le corresponde un elemento de G. Esa 
aplicación es una operación externa. El conjunto Z es el conjunto de operadores. -Los ope- 
radores actúan sobre los elementos de G y los transforman en elementos de G. 

La operación externa definida en G con la ayuda de Z goza de las propiedades siguientes: 


a) Vi, Vn; m,ne Z 


ae pnl (mi a) = (1 ma 


Así, 31 (21 a)= (3-2)L a = 6_L a. Es decir, se pueden asociar los factores numéricos. Tam- 
bién se habla a veces de asociatividad con relación a los factores numéricos. 


b) Vm, WrZ) (mtm la= (m_ a) * (n.L a) 


Así, (4 + 6)L a = (41 a)» (61 a). Esta propiedad se parece a la distributividad. 
c) A las propiedades anteriores se agrega otra si el grupo G es abeliano. 


a he ar Gsáe mama 


En un grupo abeliano, la operación externa es distributiva con relación a la operación interna. 
Ejemplo 8-26. 3 (axb)=ax*+brarbrar*xb=axararxbxrbx*b=(3la)* (31 b). 
(-2)1 (a*b)=(arbx*(arbdY=b'xa *b xa =a xa *b *b' = ((-2)1 a)* ((-2)1 b) 


A continuación se da el resumen de estas propiedades y las analogías que existen entre las no- 
taciones multiplicativas y las aditivas. Observe, en general, que la notación aditiva se reserva 
para los grupos abelianos. 


Notación 
Notación general multiplicativa Notación aditiva 
ararar- *a=nla a-:a:a... a+a+at-::+a=n:a 
PAN E MER ESE 
n términos mi factores n términos 
1 
drarar coa =(mjla A (a) + (-a) + :-- + (-a) = (-m)-a 
_ A 
m términos m factores m términos 
a=1ila a=al a=1l-a 
e=0+a l1=a0 0=0-a 
nl (mia) =(n-m)La (amy = aw n-(m-a)=(n-m)-a 
(n+m)La= (ml a) + (nl a) E E (n+na=m:a+n:a 
Además, si G es abeliano: 
ml (a+ b)= (ml a) + (ma b) (a- by" =a"-b” mía + b)= ma + mb 


TABLAS DE GRUPOS 


Para todo n, n e N, existe por lo menos un grupo de orden n, el grupo cíclico de orden n : C,. 
Cuando n es primo, no existe otro grupo de orden n. (Vea Ejercicios 6-7.) Cuando n = 4 exis- 
ten dos grupos no isomorfos: el grupo cíclico C, y el grupo de Klein, Los dos grupos son abe- 
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lianos. Para » = 6 se tienen dos grupos: el grupo cíclico C; y el grupo simétrico S3. Este último 
grupo es isomorfo al grupo del triángulo equilátero, es el grupo no “abeliano más pequeño. 
Los grupos de orden 8 son cinco: tres son abelianos. Los dos grupos de orden 9 son abelianos. 
Para n = 10 existen dos grupos abelianos y un grupo no abeliano, isomorfo al grupo del pen- 
tágono regular. En fin, para n = 12, hay 4 grupos abelianos y 3 no abelianos. No se sabe cuán- 
tos grupos no isomorfos, de orden n, ne N, existen. 


Tablas de los grupos de orden 2 a 6 


Tabla 8-19. Tabla 8-20. Tabla 8-21. Tabla 8-22. 
C, C, Cs Grupo cíclico C, 
a *«[elafóblecjd 
- y. 
a ejejajoóojejd 


Tabla 8-23. Tabla 8-24. Tabla 8-25. 
Grupo de Klein Grupo cíclico C¿ Grupo simétrico o diédrico 
“TeJaToTe «J«feT»Te[=]7] [«[eJa[o[elals 
eteljalble elelja|ble|d|f e[efa[b]efa|s 
+ 
Jalalelelo alalolelalrlo 
blbjejeja blbleldiflela 
co E le e eleldifiejal|o 
dld|fjejalóbjo 
| 
fjejaljble|d 
Tablas de los grupos de orden 8 
Tabla 8-27. Tabla 8-28. 
Tabla 8-26. Producto directo de dos Producto directo de tres 
Grupo cíclico Cy grupos cíclicos C, * C, grupos cíclicos C, * C¿ * Ca 


[+ [efefofela]sTs[» 


rjajoja 


ajojajs[o|[a|. 


[9 |>oja|o 
jm jojajajorjs|m 


> 
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Tabla 8-30. 
Grupo dicíclico de orden 


Tabla 8-29. 
Grupo del cuadrado D, 


8 o de los cuaternios 


xi 


e 


e 


a 


b 


Cc 


a blh df eg 


glg f d hlb a 


E 


h 


h 


Tablas de los grupos no abelianos de orden 12 


Grupo del ietraedro regular 


Tabla 8-32. 


Grupo del hexágono regular D, 


Tabla 8-31, 


se e oo a ajo em =]o o +=] 
SS E OS O 
O OS O ES 
lo =lo o s[e<-=[o e. = 
SEO E E ES 
MENS PS CI AS 
So o ajo m=fo u «]e == 
A OS O 
SS AS O AS 
<fe y sz == [== s|- w.= 
sos a e. j= -— «aj Ex uo 
IS E 
ru ou elos aja == 3 
JP 
=joa Em. jo cu vs 
ES PSC 
0 AS IS 
8 SO SC A 
NE AS 
A 
A 
IS 
e PI AA 
ajos oro je Mea - «o 
SA 
+[juos su sae = <> E 


a 
A 
5 

a 
3 
2 

3 
El 


Grupo dicíl 


Tabla 8-33. 


EJE + e [y uu... o 
O E sou am 
le EM [o se. 
lose 3 =|je ao 
jo. Edo FRors 
sj = E CS 
ps ES e EN 
Suu — Eso 
eje a IS 
ajo . y = mos o e 
s = = 

» 

«* 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Sean a y b enteros y sea a =qn+r;b=qmMw+r,.con0<r<ny 


0<r, <n,conn, q, q1, 1,11 €Z y n > 1. Se define la relación de congruencia en Z x Z de 
la siguiente manera: (a, b) pertenece a la relación A ssi r = r,. Si (a, b)€R, entonces a es con- 
gruente a hb módulo ». Simbólicamente, a = b mod n ssi (a, b) RR. Por ejemplo, 42 = 17 mó- 
dulo 5, porque 42 =8:5 +2 y 17 = 3-5 + 2. Como los residuos son iguales, queda veri- 
ficado que los dos números 'son congruentes módulo 5. 

Muestre que el conjunto de los enteros módulo 4 es grupo para la suma, como lo.muestra 
la Tabla 8-34. 


EPI Como cada uno de los elementos de la tabla es un. elemento de (0, 1, 2, 3), esto muestra 
que la operación es clausurativa. Una manera de comprobar la propiedad asociativa es verificar los 4 - 4 -4 
casos posibles que se presentan. Pero es más fácil verificar esta propiedad teniendo en cuenta la definición 
de suma que se dio. Vamos a dar la demostración para el caso general. Seán a, 5,2e(0,1,2,...,n— Ip 
Vamos a mostrar que (10 b)9 ¿=40 (h 9 0). Primero, simplifique cada lado de la igualdad como 
sigue: 


con a+b=qn+"; y O<r,<n 
con 1 +Cc=qn+"r Y 0O<r¿<n 
con b+c= qu +13 y 0O<r3<n 
con Aa+TI3= Qu + "Va y O<r¿<n 

En estos pasos se empleó la definición de suma para los elementos de (0,T,2,....n— IJ. 


Queda por verificar que F, = F¿. De las igualdades anteriores, se sigue que 
r2="+0-qn=(0+b—qn)+C— qa, T¿=4 +53 qn =4+(b+c— q3n) — qua 


Ahora, rz > f4 O r¿> r,. Supongamos que r, > rj¿. Restando ', — 14 = q, — q2 + qn + qua = 
(91 — 42 + 93 + qn. La igualdad significa que la diferencia de r, y r, es un múltiplo entero de n, di- 
gamos kn. Entonces 17 — r¿ = kn. Como r, > r4, por hipótesis kn > 0. Pero r, = r¿ + kny0< r, — r¿<n. 

De r, — ra = kn se sigue que 0 < kn < n. Las condiciones n > l, kn > 0 y kn <n se verifican si 
k =0. Entonces kn = 0 y r¿ — r¿ = 0. Asi, r, = r¿. Esto implica que 7, = F,. Por un razonamiento análo- 
go se muestra el caso r¿ > r,. Lo cual completa la demostración del teorema. 

El elemento Ú es el elemento neutro para la suma. Además, cada elemento del conjunto tiene un 
opuesto. El opuesto de Ú es 0; el opuesto de 2 es 2; el opuesto de T es 3, y el de 3, T. Esto completa la ve- 
rificación de que dicho conjunto es un grupo. 


Tabla 8-34 Tabla 8-35 


DEIS vuestro que el subconjunto de los números complejos formado por 


(1, —1, í y — ij es grupo para la multiplicación ordinaria. 


La tabla de multiplicar correspondiente a este conjunto es la Tabla 8-35. La Tabla 8-35 
muestra que la multiplicación es clausurativa, porque cada elemento de la tabla es un elemento del conjun- 
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to (1, —1, i, —i). La propiedad asociativa es consecuencia del hecho de que (1, —1, i, —¿) es un subcon- 
junto de los números complejos en los cuales es válida la propiedad asociativa. La tabla muestra que el ele- 
mento neutro es l. Además, cada elemento del sistema tiene un inverso: 1 es el inverso de 1, —1 es el inver- 
so de —1; el inverso de ¡es —i y el de —¿, ¿. Esto muestra que el conjunto es un grupo respecto de la mul- 
tiplicación. 


Problema 8-3 Sean (a, b) y (c, d) parejas de números. con a y c elementos del conjunto 
de los reales distintos de cero y b y d elementos de R. Se define una operación + entre ellos de 
la siguiente manera: (a, b) * (c, d) = (ac, bc + d). Muestre que el conjunto H de estas pa- 
rejas (a, h) forma grupo para la operación asi definida. 


La operación es clausurativa, porque el producto (a, b)x* (c,d) = (ac. bc + d)eH= 
R— (0) x R porque aceR — (0), y be + deR. El siguiente cálculo muestra que la operación es aso- 
ciativa. Sean (x, y). (2,40) y (u, 1) elementos de R — (0) x R. 


(e y) + (2, 10) + (u, 1) = yz + 0) + (u, 1) 
((ezju, (yz + teu +4) 
((xzju, (vzju + wu +0) = (xzu, yzu + wu +0) 
(y) (2, 10) + (a, 0)) = (2, y) + (24, 0 + 6) 

= (x(zu), v(zu) + wu + 0) = (xzu, yzu + wu +8) 


Dé las razones que justifiquen los pasos anteriores. 

Ahora vamos a verificar la existencia de elemento neutro. En los problemas anteriores esto ha sido sen- 
cillo, En este caso no es obvia su existencia. Suponga que existe un elemento (u, v) e H tal que para cada 
(a, b)eH 

(a, b) + (u, v) = (a, b). 

Según ¡ia definición de +, (a, b)+* (u, v) = (au, bu + v). 

Entonces si (u, v) es el elemento neutro, (au, bu + 1) = (a, h). Entonces au = a, lo cual implica que 
u = 1. También como las segundas componentes son iguales, bu + v = b si, y solamente si, v = 0, Como 
u= l, entonces bu+v=b. 1+40=b+v=b4+0=b,. 

Así, si (u, v) es el elemento neutro, debe ser la pareja (1, 0). Los siguientes pasos muestran que (1, 0) 
es el elemento neutro: 


(1,0)=(a,b)=(1-a,0:a+b)=(a,b) y  (a,b)*(1,0)=(a-1,b:1 +0) = (a, b) 


Ahora vamos a ver si existe el elemento simétrico. Suponga que (u, v) es el elemento simétrico de (a, b). Supon- 
ga que (a, b)* (uv) = (1,0). Por definición de », (a, b)+ (u, v) = (au, bu + v). Entonces (au, bu + v) = 
(1, 0). La igualdad de estas dos parejas implica que au = 1, de donde u = 1/a. Como a 4 0 no se presenta 
ningún problema con la división, por a. La igualdad de las segundas componentes da bu + v = 0, y como 
u = l/a, entonces bu + y = bl/a + v = b/a + v. Entonces b/a + v= 00 v= —b/a. La hipótesis de que 
(u, 1) es el simétrico de (a, b) nos llevó a la conclusión de que (u, v) es (1/a, —b/a). Es necesario verificar que 
(1/a, —b/a) es el simétrico de (a, b). En efecto, 


(1/a, —b/a) + (a, b) = (1/a + a, —b/a- a + b) = (a/a, —b + b) = (1,0) 
(a, b) « (1/a, —b/a) = (a: 1/a, b: 1/a + (—b/a)) = (a/a, b/a + (—b/a) = (1, 0) 


Esto muestra que el sistema (H, *) es grupo para la operación así definida. 


Resuelva la ecuación (2, —3)x (u, v) = (1/2,4) en el grupo anterior. 


Por la Propiedad 4 de los grupos sabemos que toda ecuación tiene solución en un grupo 
y que es única. (u, v) es el producto del simétrico de (2, --3) y (1/2, 4). Como el simétrico de (a, b)e H es 
(1/a, —b/a), el simétrico de (2, —3) es (1/2, 3/2). Entonces (u, 1) = (1/2, 3/2) « (1/2, 4) = (1/4, 3/4 + 4) = 
(1/4, 19/4). El siguiente cálculo muestra que la solución hallada es correcta. En efecto, (2, —3) + (1/4, 19/4) 
= (2/4, —3/4 + 19/4) = (1/2, 4). 
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Problema 8-5 Si (G, +) es un grupo, con a y b elementos de G, y a' y b' sus simétricos, 
entonces el simétrico de a + b es b' + a', es decir, (a * b)' = b'xa'. 


Solución Para demostrar el problema hay que mostrar que (b'*a')+* (a*b)=e y que (a+ b)«* 
(6' xa”) = e. En efecto, 
(b'=a')+(a+b)=b'+*(a' » (a+ b)) 
b'x ((a'=a)*b) 
=b'*(e+ b) 
=b+*b=e 


(a+ b)+(b'+a)=a*(b«(b'*a')) 
=a+((b+b)+a') 
=ar+(exa') 
=axa=e 


Problema 8-6 Considere el conjunto R x R. Sean (a, b) y (c, d) elementos de R x R. 
Defina la operación * por (a, b) + (c, d) = (a + c, b + d). Muestre que este conjunto dota- 
do de la operación + es grupo. 


Solución La propiedad clausurativa se verifica porque R es clausurativo para la suma. De la misma 
manera, la asociatividad se verifica porque 
(a, b) + ((c, d) + (e, $) = (a,b) «(ce +e, d+) 
(a + (c+e),b+ (d+ /)) 
((a + c) + e, (b+d)+f) 
(a+-<, b+d)+(e, f) 
= ((a, b) + (c, d)) + (e, f) 


'.”nuuo 


Dé las razones que justifican estas igualdades. El elemento neutro es (0, 0) porque (a, b) « (0, 0) = (a, b) 
y (0, 0) » (a, b) = (0 + a, 0 + b) = (a, b). El simétrico de (a, b) es (—a, —b) porque (—a, —b) + (+a, +b) 
= (-a + a, —b + b) = (0,0) y (a, 5)» (—a, —b) = (a + (—a), b + (—b)) = (0, 0). 


Halle x en a*x=wa= b, si a, b, x son elementos de un grupo (G, +). 


Sib=a+*x+a,entoncesa'»b=a'*(arx=a)= (a +a)«(xra)=ex*(xra)=xx*a. 
ji se multiplica cada lado de a'*+b=xx*a a la derecha .por a”, se tiene que 


(a'=b)=a =(xwajsa =xu*(ara)=xre=x. As, x=ar«*bra 


a 
> 8. Muestre que el conjunto de las funciones de la forma ¡(x, y): y = ax + b, 
a é 0)= E a, beR, es un grupo para la operación de composición. 


Sea flx) = ax + b y g(x) = cx + d y h(x) = ex + f; con a, e y e diferentes de cero. Por 
definición de compuesta de funciones, (f > gXx) = flg(x)) = flex + d) = alcx + d) + b = (ac)x + (ad + b), 
que es de la misma forma, y ac + 0 porque a y c son diferentes de cero. Esto muestra que el conjunto F es 
clausurativo para la compuesta de funciones. Sabemos que la compuesta de funciones es asociativa, enton- 
ces fo(go0h)= (f0g)>h. El elemento neutro es la función j tal que f(x) =x+0=x. 
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En efecto, foj= j=f=f. 

Como a + 0, todo elemento de F tiene una función inversa p de la forma plx)= x/a — b/a. Para probar 
esto hay que mostrar que para cada fe F.p=f = fp = j. En efecto, (fo plx) = fip(x)) = Aix/a — b/a) 
=a(xja— bla)+rb=x-=b+b=x= f(x), También (p + f(x) = pU(x)) = plax + b) = Va(ax + b) + 
(—b/a) = x = ¡(x). Entonces la existencia de simétrica se cumple. Por consiguiente, (/, =) es grupo. 


Determine todos los grupos de tres elementos. 


Solución Sea a el elemento neutro. Entonces la primera fila y primera columna de la tabla se pueden 
llenar como lo muestran las Tablas 8-36 a 8-38. Ahora, considere h + hb; b=b 4 b, pero esta vez no sabemos 
sib*b=ao0 bx*b=c, Por tanto, consideremos el elemento h+c. Ahora, b+c + b porque b*c= b, 
con bx*a= b, implicarían que e = a. Similarmente, hx*c F e porque hx*c =c, con asc = c, implica- 
rían que hb = a. Entonces b=*c=a, 

De nuevo considere bh «*b. Sabemos que hw c = a; por tanto, bx*h%+a porque brb=ayb*c=a 
implicarían c = bh. Como hemos eliminado bx*b=b y b+b= a, entonces hx*b= c. (Vea Tabla 8-37.) 

En la tercera fila, c+ h + b porque cx*b= byax+b= b implican e = a. Similarmente, cx hb + por- 
quec*b= eyb«b= cimplican e = b.Portanto, c *+b= a. Además, cre + cyerc A aporquec*e=a 
y bx*c= a implican que e = hb. Asi, c*c = bh y la tabla queda completa, (Vea Tabla 8-38.) 


Tabla 8-36 Tabla 8-37 Tabla 8-38 


Problema 8-10 «+ Defina una operación « de Z x Z en Z de la siguiente manera: a la 
pareja (a, b) de Z x Z se le hace corresponder el número a*+b=aua+b-— mn. Muestre 
que el conjunto (Z, *) es un grupo. 


Solución La suma y la resta son operaciones clausurativas en Z; por tanto, la operación + es clau- 
surativa en Z, 
Los siguientes cálculos muestran que la operación es asociativa: 


larxbjro=la+ b=n)*e 
=(a+b=n+cn 
a+b+c-2n 
arlbrc)=a*(b+c—n) 
a+lb+c=n)n 
a+b+c—2n 


Entonces (a + b)*c = a+ (b + c), para todo a, b, c € Z; esto muestra que la operación + es asociativa. Vamos 
a mostrar que existe elemento neutro para el sistema, Para descubrir qué elemento es el elemento neutro, 
suponga primero la existencia de e y emplee las condiciones que debe verificar para determinar cuál ele- 
mento es el neutro, si existe. Por definición de elemento neutro debe verificar: a + e = a. Pero según la de- 
finición de », axe =a +.e-— n. Entonces a = a + e — a, lo cual implica que e = n, Á continuación se 
va a verificar que, en efecto, n es el elemento neutro. Los siguientes cálculos muestran que e es el elemen- 
to neutro. 


arn=a+n=n=4a y nra=n+a=n=a4 
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La existencia de elemento simétrico en (Z, +) se demuestra de la misma manera. En efecto, suponga que a” 
es el simétrico de a. Empleando la definición de elemento simétrico y la de la operación +, vamos a deter- 
minar en (Z, +) cuál es el elemento simétrico de a”. Si a' es el simétrico de a, por definición de simétrico y 
basados en el hecho de que n es el elemento neutro, entonces 


ara =n 


Pero por definición de +, a*a' = a + a' — n. Entonces n = a +a' — n. Asi, a' = 2n — a. En otras pa- 
labras, hemos mostrado que si el elemento a tiene un simétrico a”, a” = 2n — a. Los siguientes cálculos mues- 
tran que 2n — a es el simétrico de a. 


a+2n-=a=n=n 
M-a+a—=n=n 


ax (2n — a) 
(2n — a)=a 


Ú 


Por consiguiente, (Z, +) es grupo. 


Nota. Como arb=a+b=nybra=b+a=n=a+b-— n, entonces el grupo es conmutativo. 
También este ejemplo generaliza el concepto de elemento neutro para la suma de los enteros que es 0 y que 
en este caso se obtiene cuando n = 0, 


2 Pruebe que si e es el elemento neutro de (G. >) y si para cada a € G, 
entonces (G, +) es un grupo conmutativo. 


Solución Como (G, +) es un grupo, para cada a, be G, a+ be G. Como cada elemento es su propio 


simétrico, boa = (b=a) = a' : b”. Por tanto, boa = a's bh”. Pero como a = a' y b= b', entonces boa = 
ao b, lo cual muestra que (G, >) es un grupo conmutativo. 


Pruebe que si e es el elémento neutro de (G, >) y si para cada a, be G, 
e, entonces (G, >) es un grupo conmutativo. 


b'oatoboa 


Solución. Se da b'va'sboa= e para cada a, be G. Por definición de simétrico: b'(a' o (bo a)) = 
b' ob. Por tanto, a'= boa = b. Multiplicando a izquierda por a se obtiene: (ao a')ob<a= ab. Enton- 
ces eobza=acbobsa=acb. 


=(nx:neCyxeZ)=[..., —2n, —n,0,n, 2n, ...). Muestre 
que este conjunto | para la suma es un subgrupo de los enteros para la suma. 


Polución Para probar que es un subgrupo es suficiente mostrar que la suma verifica la propiedad 
clausurativa y que todo elemento tiene opuesto. 

Sean nu, ny e nZ. Según propiedades de los enteros, nu + ny = n(u + y). Como 4, yeZ, x+yeZ. 
Entonces, según la definición de 1Z, n(u + y) e nZ. Esto muestra que se cumple la propiedad clausurativa, 
Para mostrar que todo elemento tiene opuesto, sea nue nZ y como u es un entero, su Opuesto —u también 
es un entero, Como n y (—u) son enteros, n(—u) = —nu € nZ. Pero como —nu es el opuesto de mu porque 
nu + (—nu) = 0, entonces hemos mostrado que todo elemento tiene un opuesto. 


EE En el Problema 8-3 se mostró que el conjunto de todas las parejas or- 
denadas de números reales (a, bh), con a + 0, es un grupo para la operación * definida de 
la siguiente manera: (a, b) + (c, d) = (ac, bc + d). Muestre que el conjunto de todas las pa- 
rejas de números reales de la forma (1, b) es subgrupo de este grupo. 
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pr Solución Hay que mostrar que la suma es clausurativa y que todo elemento de esa forma tiene un 
simétrico. Por definición de la operación +, (1, x) + (1, y) = (1,x + y). Como x + y € R, esto muestra que 
se cumple la propiedad clausurativa. 

El elemento neutro es (1, 0). Si (1, b) tiene un simétrico (c, d), entonces (1, b) + (c, d) = (1, 0). Es decir, 
(e, be + d) = (1, 0), lo cual significa que c = 1 y d = 0— bc = —b, Entonces el simétrico de (1, b) es 
(1, —b), que está en el conjunto porque —beR. 


Problema 8-18. gi (G, ») es un grupo y (S, *) un subgrupo de (G, +), se define el cogrupo 
a la derecha de S, como S+x = (s*x: se S). Considere el grupo de los enteros módulo 13, 
sin Ó, para la multiplicación definida en ese conjunto. Para cada uno de los subconjuntos de 
dicho grupo que se dan a continuación, vea cuáles son subgrupos y halle sus cogrupos corres- 


pondientes a derecha. a 
a) (1):5) (1, 10); c) (1, 3, 9);d) (1, 5, 8, 12); e) (1, 3, 4, 9, 10, 12); f) (1, 4, 9, 12). 


Solución a) SO1=(1), 50 2= (2), SO 3 = (3), y así sucesivamente. 
b) El conjunto no forma un subgrupo. 
cd) SOi=(1,3,9=5S03=S09. 
e o cs 


o 59170540 1304=s0 1 


04=S05=S01=S0 12 


e) 
$S06=507?=508=SOÍ. 


so3=12 6. 8. 5, de 1) 
S) Este conjunto no forma un A 


ES Problema 81 6 Sea (S, x*) un subgrupo de un grupo finito (G, +). Pruebe que si la inter- 
sección de los cogrupos a la derecha S x* a y S * b de S mo son vacios, entonces S*a = S + b. 
Solución Suponga que existe ce G tal que ceS«*a y ceS «*b. Esto significa que existe de S tal 
que e = dxa, y también fe S tal que c = f x b. Pero c = d= a implica que a = d' *c, con d' el simétri- 
co de d. Sea x un elemento arbitrario de S * a. Esto significa que existe g e S tal que g *+a = x. Entonces 
x=gra=grd' *c=grd' + f+b y gsd'*feéS, puesto que g,d,d'€S y (S, +) es un subgrupo. 
Como grd'+feS, (grd'* /)+b=x6€Sx*b. Como x es un elemento arbitrario y se mostró que está 
en S*b, entonces SraC S+b. ES 
En forma análoga se muestra que c = f * bimplica hb = f' * c, con f” el simétrico de f. Si y es un elemen- 
toarbitrario de S + b, entonces existe h e Stalquey =hx*b=hx*f'*c.Peroc = dra;asi,y =h+*f *dra. 
Por medio de un argumento similar al usado para x, en el caso anterior, h* f' * de S; portanto, (h * f'*d)«*a 
= ye S xa. Entonces S+ bh C S+a. De los dos argumentos anteriores se concluye que S*a = Sx*b. 


lema. 8- us Halle todos los subgrupos de los siguientes grupos: 
a) 0.1291 A PE c) (0,1,2,3,4, 0); ad) (0,1 1, AA OA 
e) (0,1,2,3,4,5,6 RES 3,4,5,6,7,8, 0); g) (0,1,2,3,4,5,6 ' 


9,0); 1) (0,1,3,3,4,5,6 7,8, 9,10, 11, O). 

Solución - 7 (0,1,20) y (0). 
b) (0,1,2,3, 6), (0) y (0,2, 0) 
c) (0,1,2,3,4,0) y (0). 
d) (0,1,2,3,4,5,0), (0,3, 0) y (0,2,4,9), (0) 
e) (0,1,2,3,4,5,6,7, 9), (0,4, 0) y (0,4,2,6,0) 
f) (0,1,2,3,4,5,6,7,8, 0), (0) y (0,3, 6,0). 

g) (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,0), (0), (0,5, 0) y (0,2,4,6,8, 8). 

h) (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 0), (0), (0,6, 9), (0, 480) (0,3,6,9, 09) y (0,2,4,6,8, 10, 9). 
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blema 8-18, Halle los subgrupos del grupo de las clases residuales mod 7 para la 
multiplicación. 


Solución |; subgrupos son (1), (1,6), (1,2, 4) y (1,2,3,4, 5, 6). (Vea Tabla 8-39.) 


Tabla 8-39 


Problema 8-19 Un subgrupo (S, x) de un grupo (G, +) es normal six *5s*x'e S, con x' 
el simétrico de x, para cada se S y cada x € G. Pruebe que todo subgrupo de un grupo con- 
mutativo (G, x*) es normal. 


Solución Sea ($, *) un subgrupo de un grupo conmutativo (G, +). Es suficiente mostrar que 
x+*s*x'eS para cada xe G y cada seS. Como SC G y G es conmutativo, x*s+x'= xexes= 
ex*s= 5, y como seS, entonces x*s+*x'eS; por tanto, (S, +) es normal. 


Problema 8-20. Considere el subgrupo normal N=(0,4,88>) de (0, 1,2, 3, 4,5, 6,7, 8, 


9,10,11,128 |). Calcule los cogrupos N 9 x de N. En el conjunto de cogrupos, defina una opera- 
ción * de la siguiente manera: (NO x)* (NO y) = NO (x 0 p). Muestre que el conjun- 
to de cogrupos para la operación * forma un grupo. 


Solución |, cogrupos a derecha son: (VD Ú0=(0,4,8)=NGg4=NO8 

5, NO05=NG) 
,6,10)=NG6=NOG 10 
N03=(3,7,11)=N07=NGÍ 


La propiedad clausurativa se cumple puesto que x + pe N. La asociatividad es fácil de comprobar. 


El elemento neutro es N 6 00 (0, 4, 8). La existencia de simétrica se cumple puesto que N E) 0yNOó 
son simétricos entre sí, lo mismo sucede con NB iy NO 11;NO2yNQD10:NO03yND9NOD4y 
NO8;NO5yNo?. 


Problema 8-21 + Si(aZ, +) y (bZ, +) son subgrupos de (Z, +), entonces su intersección 
es el subgrupo determinado por el mínimo común múltiplo de los números a y b. Es decir, 
al MN bZ =CcZ, siendo c el mínimo común múltiplo de a y b. 
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Solución Vamos a mostrar que los dos conjuntos son iguales. Para mostrar que aZ (1 bZ C cZ, 
sea pe aZ (1 bZ. Entonces y e aZ y y € bZ, es decir, existen enteros m y n tales que y = am = bn. Como 
a > 0 y b > 0, uno de los siguientes casos es verdadero: m y n son 0, m y n son positivos o m y a son ne- 
gativos. Sim = 1 = 0, entonces y = 0 y Oe eZ, porque 0 es un elemento de todo subgrupo de (Z, +). 
Ahora, suponga que m>0 y n>0. En este caso, yeaM()bM, con aM = [a, 2a, 3a. ...) y 
bM = (b, 2b,3b, ...); y como el mínimo común múltiplo de a y bh es el elemento más pequeño de 
la intersección, entonces y es un múltiplo del mínimo común múltiplo, porque un mínimo común múlti- 
plo de dos números es siempre un múltiplo del mínimo común múltiplo. Asi, y € eZ. Para el tercer caso, 
m y n son negativos. Observe que —y, el opuesto de y, es un elemento de aZ (NA bZ. El argumento del se- 
gundo caso prueba que — y € cZ. Pero como este conjunto es un grupo para la suma, entonces y» € cZ. Por 
tanto, para cada »eaZ ()bZ, se sigue que ye eZ. Por tanto, aZ ( bZ C cZ. 

Para mostrar que eZ C aZ (1 bZ, sea ze cZ. Sabemos que ceaZ Nbz; por consiguiente, existen 
números r y s tales que c = ar = bs. Como = € cZ, existe un entero 1 tal que 2 = et. Entonces 2 = ct = art = 
bst. La condición z = art quiere decir que = € az y la condición z = bst, que z € bZ; entonces z € aZ f bZ. 
Lo cual demuestra que eZ C aZ Ny) bZ. 

De az € BZNMCZ y de eZ C az M bZ, se sigue que cZ =aZz N bE. 


Ñ Problema 8-22 Si S es un conjunto de subgrupos del grupo (G, *), entonces la inter- 
sección de los elementos de S para la operación * es un subgrupo de (G, +). 


“Solución Sea S un conjunto de subgrupos de (G, x) y H la intersección de estos subgrupos. El ele- 
mento neutro e está en cada subgrupo, por tanto, e e H. Sean a y b dos elementos de H. Por definición de 
intersección, a y b están en cada subgrupo de S. Como un subgrupo es un grupo, entonces a + h' pertene- 
ce a cada subgrupo de S. Como H es la intersección de estos subgrupos, a * b' € H. Por tanto, H es un sub- 
grupo. (b' es el simétrico de b.) 


a 8-23 Para los siguientes conjuntos A y B determine si forman un subgrupo 
para la compuesta de funciones. Son subgrupos del grupo simétrico Sa. 


sei 2 (0330.03 
rei 12390345 
(3396245) 
cai 129 031762190532 
(325 
iii 610325 
valio 129611) 02:9 (613) 
(51961296330 
(0339075196129 6435 
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Solución 


es un subgrupo. 
b) (4AUB.>) no es un subgrupo porque no se cumple la propiedad clausurativa. Por ejemplo, 


2 34 
iS 033% que no es un elemento de AU B 


e) (AUB, +) no es un subgrupo porque no se verifica la propiedad clausurativa. Por ejemplo, 


2 234 
a pa = (333). ase no es un elemento de 4UB 


d) AUB=A, pero A no es clausurativa para la operación dada. Por ejemplo, 


1234 1234 1234 
4123 4132) =l241 3), Po es un elemento de 4 


Por tanto, (4 U B, +) no es un subgrupo. 


a) AUB= B. Porque B es un subgrupo para la compuesta de funciones; (4 U B, +) 


Problema 8-24 se, (G, *) un grupo y S y .T subgrupos de (G, +). Pruebe que S U Tes 
un subgrupo de (G, *) si, y solamente si, SC TOTES. 


SOMBIÓA= sí 5 C 7, entonces SU T= T; si TC 5, entonces SU T= 5. En cualquier caso, SU Ti 
es un subgrupo porque S y T son subgrupos. e 
Para la segunda parte de la demostración, la hipótesis es que S (Y T es un subgrupo. También supon- 
dremos que S Z T y que T [ S. Entonces existe un elemento s en S tal que no está en T y un elemento te T 
que no está en S. Según la definición de subgrupo, s*1€ S U 7. Esto quiere decir skteS o s*1t€ 7. Si 
$*1€S, entonces s' * (s* 1) = £€ S, que contradice el hecho de que 1 € 7. Por otra parte, si s*1€ 7, en- 
tonces (s * 1) + 1'=sET, contrario al hecho de que s € S. La hipótesis de S Z T y que TT S han dado lugar 
a contradicciones; por tanto, estas hipótesis son falsas. Entonces debemos concluir que SCTOTCS, 
y así queda demostrada la segunda parte. _ 


Problema 8-25 Si G es el grupo de los enteros para la suma, S el subgrupo de los múlti- 

* plos de 12 y T el subgrupo de los múltiplos de 16. ¿es S U T un subgrupo? Si S es el subgru- 

po de los múltiplos enteros de 24, ¿es SU T un subgrupo? Si S es el subgrupo de los múlti- 
plos enteros de 48, ¿es SU T un subgrupo? 


Solución No, porque SU T no es clausurativo para la suma. No, porque SU T no es clausura- 
tivo para la suma. Sí, porque SU T = S es un subgrupo. 


GRUPOS CICLICOS 


Definición 1. Si (G, *) es un grupo, n un entero mayor o igual a 0, e el elemento neutro de 
(G, *) y ae G, entonces el producto de n y a se define de la siguiente manera: 

l. n:a=e para n= 0, es decir, 0-a= e. 

2. n:a=a para n= l, es decir, 1-a= a. 

3. (n+1):a= (n:a)x*a para n> 1. 

Se llaman los productos de O y a, 1 y a, y de (n + 1) y a, respectivamente. 


Definición 2. Si (G, +) es un grupo, a € G, a' el simétrico de a y n un entero positivo, enton- 
ces =-n:a=n:ad'. 
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Los siguientes problemas contienen teoremas que generalizan estas dos definiciones para todos 
los valores enteros de n. 


Frro! ema 8-26 si (G, +) es un grupo, n un entero negativo y si a' es el simétrico de 
ae G, entonces n- 4 = —n-4. 


Eso lución Para cualquier entero n, —(—n)= nm, y si n < 0, entonces —n > 0. Estas relaciones se 
emplean en los siguientes pasos: n-a' = —(—n):a” 

= —n- (ay 

=-n:4. 


Dé las razones que justifican los pasos. 


[Problema 


Si (G, *) es un grupo, aeG y n=—1, entonces (n+1)-a=(n-a)x*a. 
FSoiuci 

E Solución El siguiente procedimiento muestra que (n + 1)-a=e para n= —1 y también que 
(n+ajx*a = e, Entonces los pasos muestran que (n + 1)-a = (n-a)ra. 


(n+1):a=(-14+1).a 


(n-ajx*a = 


Los siguientes pasos muestran cómo deducir (n - a)+*a a partir de (n+1)x*a. 


(1+1):a= —(n+1):a' 

=[-(n+ 1)-a4]+e 

[=(n + 1)-a] + (a +a) 

([-(+1):4]+a)*a 

=[-(n+ 1)+1]:4+a 
[(=) :47] xa 


= (n-a)*a 


Dé las razones que justifican la demostración anterior. 


4 oblema 8-29 Si (G, *) es un grupo, a€e G, m y n enteros, entonces (m +1): a= 
(m- a) * (na). 

Solución El método de demostración consiste en suponer que m es un entero fijo y mostrar que el 
resultado se cumple para cualquier entero n. Se va a demostrar el resultado para los casos n = 0,n > 0 y 
para n < 0, d i 
Si n= 0, entonces 


(m +n)-a = (m+0)-a 
=m-:a 
(m-a)*(n-a)= (m-a) + (0-a) 
=(m:a)*e 


(m-a) 
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Sin > 0, hay que emplear la inducción para probar que el resultado es verdadero. Sea n = 1, entonces 


(m+n)-a=(m+1):a= (m-ajx*a 
(m-a)+ (n-a)= (m-a)*(1:a)= (m:a).a 


Ahora vamos a suponer que el resultado es verdadero para n y a mostrar que también es verdadero para 
n + 1. Entonces suponemos que (m + n)- a = (m- a) « (n- a) es verdadera. El siguiente cálculo muestra 
que el teorema es verdadero para n + 1. 


[m + (+ 1]]-a= [(m+n)+ 1]:a asociatividad de la suma en Z 

= [(m+n)-a]»a definición y Problemas 8-27 y 8-28 
[60m - a) + (1 a)] xa hipótesis de inducción 

= (m-a)x*[(m-a)»a] — asociatividad de + en G 

= (m-a)+ [(1+1)-a] — definición 


Caso en que n > 0. Los siguientes pasos muestran que el resultado es verdadero para n negativo. 


—(m +1n)-a” definición y Problema 8-28 

[mm + (=2] a propiedad de los enteros 

=(-m:a)* (—n:a') aplicación del caso anterior para —n > 0 
= (m-a)«* (n- a) definiciones y Problema 8-26 


(m+mn)-a 


Si (G, *) es un grupo, ae G, m y n enteros, entonces (m-n)+a = 


Solución 


Se deja al lector la demostración por inducción sobre ». 


roblema 31 Definición. Si (G, x*) es un grupo, entonces (G, x) es un grupo cíclico 
si existe a € G tal que para cada be G, n:a= b para algún entero n. El elemento a se llama 
generador del E Halle los generadores de los siguientes grupos: 

a) (0, 1,2, 3, 4) para la suma. 6) (0, 1,2, 3, 4, 5) para la suma. c) Los enteros mó- 
dulo 3 para la multiplicación. d) 10,1,2,3, 4, 5,6, 7) para la suma. e) El subconjunto 
(1, 3, 4, 5, 9) de los enteros no nulos, módulo 11, para la multiplicación. 


“Solución 
e) 3,4,5,9. 


A continuación se dan todos los generadores. a) 1, 2,3, 4; 6) 1,5; c) 2; d)1,3,5,7: 


8-32 Pruebe que el grupo (R, +) no es ciclico. 


Solución 
m+0yn-x=,/2. Ahora, m-x =2 0 x= 2/m, implica que x es racional porque es el cociente de dos 
números racionales, 2 y m. Pero si x es racional, entonces n - x es racional porque es igual al producto de 
dos racionales, n y x. Como n - x = y2, de esto se seguiría que y? es racional, contrario al hecho de que y2 
es irracional. Entonces tenemos una contradicción y, por tanto, debemos concluir que no existe x e R que 
genere a (R, +), es decir, no es cíclico. 


Si xeR es un generador del grupo, entonces existen enteros m y n tales que m - x = 2 con 


-33 Pruebe que el grupo (ía, b):a, beQ, *)) con (a, b)+* (c, d) = 
(a + c, b + d), no es cíclico. 


Solución Suponga que (x, y) es un generador del grupo dado. Entonces existen enteros m y n tales 
que m + (x, y) = (mx, my) = (2,3) y n- (x, y) = (nx, ny) = (2, 4). Por tanto, mx = 2 y nx = 2, de donde 
m = n. Pero my = 3 y ny = 4, lo cual implica que m + n. Entonces existe una contradicción y, por tanto, 
el grupo no tiene generador. 
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A partir del Problema 8-26 dé el enunciado de las definiciones y teo- 
remas empleando la notación exponencial en vez de la notación multiplicativa. 


Solución — Definición. Si (G, +) es un grupo, n un entero mayor o igual a 0, e el elemento neutro de 
(G, *) y ae G, entonces las potencias enteras de a se definen de la siguiente manera: 


a) dd =e para n=0, es decir, a” = 
b) 4” =a para n= 1, es decir, a' 
¿) ai = dra paran z lo 


ll 
sn 


'" 
a 


Definición. Si (G, +) es un grupo, ae G y a' su simétrico y n un entero positivo, entonces a”” = (a”Y. 
Problema 8-26. Si (G, +) es un grupo, n un entero negativo y a' el inverso de a € G, entonces (a'Y' =a”". 
Problema 8-27. Si (G, +) es un grupo, ae G y n= —1l, entonces a'*! =ad'*a. 

Problema 8-28. Si (G, *) es un grupo, ae G y n < —1, entonces a"*! =4"*a. 

Problema 8-29. Si (G, +) es un grupo, as G, m y n enteros positivos, entonces a”** = a«a”. 
Problema 8-30. Si (G, +) es un grupo, ae G, m y n enteros positivos, entonces a”” = (a”P. 


Definición. Si (G, +) es un grupo, a € G, entonces (G, *) es cíclico si, y solamente si, existen a e G tal que 
para cada be G, a” = b para un entero n. El elemento a se llama el generador del grupo. 


Clasificación de los grupos cíclicos 


Problema 8-35 Las siguientes tablas definen dos grupos para las operaciones indi- 
cadas. Muestre que los dos grupos son isomorfos. 


Solución 
Tabla 8-41 


Se escoge la siguiente correspondencia entre los elementos de los dos grupos de tal manera que conserven 
las operaciones y que sea biyectiva: 


del doi 2do-1 3eo-i 


Los siguientes diagramas muestran que a la suma de dos elementos en el grupo (0, 1, 2, 3) le corres- 
ponde el producto de dos elementos en el grupo (1, i, —1, —1). 


ve i=i dej=1 10d =3 1=3=0 del 
E 24 Y Ey tos 6% Y $ 
loisio A(f=i en=-i rn=1  (di= 


Complete las demás posibilidades. Esto muestra que los dos grupos son isomorfos. 
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blema 3-36. Muestre que los grupos definidos por las siguientes tablas para sus 
correspondientes operaciones son isomorfos. 


Tabla 8-42 Tabla 8-43 


eli 2 )..- E 3 ).c-G 12) 


La siguiente correspondencia es una biyección entre los dos grupos 


“Solución 
dei dobB dC 
Esta correspondencia conserva las operaciones como lo muestra la siguiente verificación: 
dob=0+4=404; 00i=i>B=40B 
igl=ioB=B>4; ¡ioi=2=C=B>0B; 1g9id=0oA=B0C; 
i90=2+C=C>o4; 2qi=0>4=C0B; 


Por consiguiente, hemos mostrado que fíx * y) = f(x): f(). En otras palabras, que los dos grupos son 
isomorfos. 


Nota. Si en vez de la biyección anterior se da la biyección 0 + B, 1 + C, 2 + 4, entonces 08 1 = ino 
se corresponde con B + C = A, debido a que Á no se corresponde con 1. Entonces no se preservan las opera- 
ciones de grupo. Por tanto, no es un isomorfismo. 


. : 
Problema 8-37 Muestre que cualquier grupo cíclico infinito G es isomorfo al grupo Z 


de los enteros para la suma. 


ción Suponga que a es un generador de G y sea G = [a" : ne Z). Como el orden de G es in- 
finito, todas las potencias de a son distintas, es decir, a” + a” sin 4 m. Definamos una aplicación de G en Z 
de la siguiente manera: f : G => Z y fla") = n para todo a" e G.Si fla") = fla”), entonces n = m y a” = a”. 
Esto muestra que f es inyectiva. Para cualquier n € Z, el elemento a” e G se aplica en n por f. Esto mues- 
tra que f es sobreyectiva sobre Z. 

Ahora fla” *a")= fa*”)=n+m= fla) + fla”). Entonces (4 a”) = fla") + fla”). Por con- 
siguiente f es un isomorfismo entre los dos grupos. 
Nota. Se deja como ejercicio demostrar que todo grupo cíclico finito es isomorfo al grupo de las clases 
residuales módulo n para la suma de clases residuales. 


Ce 
ES > Dé un ejemplo de una biyección que no sea un isomorfismo entre 
el grupo de los enteros para la suma y el grupo de los enteros pares para la suma. 


+ La función f(x) = 2x + 2 es una biyección. Además, f(x) + f(y)=2x + 2+2y+2= 
Ax + y) + 4. Además, f(x + y) = 2(x + y) + 2. Por tanto, hemos mostrado que f(x) + f(y) 4 flx + y). 
Esto muestra que f no es un isomorfismo entre los dos grupos. 
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Pruebe que si (G, +) tiene n elementos y (H, <) tiene n elementos, sien- 
do G y H grupos cíclicos, entonces G es isomorfo a H. 


p A Sean e,a,2:a, ..., (1 — 1)a los elementos diferentes de G y e.b.2-b,..., (n— Do 
los elementos distintos de H. Definamos una función f entre los dos grupos de la siguiente manera: fU + a) = 
j*b. Es evidente que esta función es una biyección. 
Vamos a mostrar que f conserva las operaciones de grupo. En efecto, 
Jliraxj:a)=fU+j a) Problema 8-29. 
¡+ )-b definición de f. 
boj:b Problema 8-29. 
i+Jp:b definición de f. 


Además, fi: a)= fU- a) 


Entonces, (G, *) es isomorfo a (MH, +), puesto que se cumple la definición de isomorfismo. 


SEE EOS 
er 33063306 119072)5 
cri 6117632007 


son isomorfos a uno de los siguientes grupos: 

a) El subconjunto (1, 5, $, 12) de los enteros distintos de cero, mod 13, para la mul- 
tiplicación. b) Los enteros mod 4 para la suma. c) El conjunto (1, 3, 7, 11) de los enteros dis- 
tintos de cero, módulo 12, para la multiplicación. 


ES lución | (4, ») es isomorfo al grupo c) por medio de la biyección definida de la siguiente manera: 
Ajei, 4203, Ajo? y Asoll 
Las siguientes correspondencias muestran que la biyección es un isomorfismo: 
A/A =4A, Az Aj=4Ay As As=4; 
t ot 1 1011 3 1 1 
i+i= 1 5+7 1 Í i 


1234 1234 1234 1234 
Ay (15) a EE a (1412) 03) 
(B, +) es isomorfo al grupo 6). En efecto, la correspondencia B¡ +0, B2+ 1, B3 +2 y Ba eo 3 es 
una biyección entre los dos grupos que conserva las operaciones de grupo. Complete los detalles. 
(C, >) es isomorfo al grupo a). Por medio de la biyección C,+1,C¿+=3,C3+8 y Cao 12 se ob- 
tiene el isomorfismo entre los dos grupos 
También la biyección B, + C¡, B2 + C2, Bz +» Cá y Bay «> C3 establece un isomorfismo 
entre los grupos (B, >) y (C, *). 


Ú 
SA 
$ 


[Problema 8-41 Muestre que entre los cogrupos determinados por el subgrupo (0, 4, $) 
de los enteros módulo 12 para la suma y el grupo de los enteros módulo 4 para la suma exis- 
te un isomorfismo. 


Los cogrupos a derecha del subgrupo (0, 4, 8) de los enteros módulo 12 para la suma son: 


(0,4,8,=N90=NgGá4=NO08; (1.59=NG53=N00; 
(2,6,10)=N92=NGó6=N810  (3,7,11)-N03=N07=NGQIl 
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La siguiente biyección establece un isomorfismo entre el grupo que forman los cogrupos y el grupo de 
las clases residuales módulo 4 para la suma: 


/£0,4,8)=0, M139=Lkb M2580)=2 y A3B7Mp=3 


Problema 8-42 Un isomorfismo de un grupo sobre sí mismo se llama un automorfismo. 

a) Pruebe que todo grupo tiene por lo menos un automorfismo. h) Si a e (G, +) es un elemento 
fijo, entonces f, definida por f(x) = ax*x=*a, es un automorfismo. c) Determine los auto- 
morfismos de los siguientes grupos: 
Clases residuales módulo 2 para la suma. 
Clases residuales módulo 3 para la suma. 
Clases residuales módulo 4 para la suma. 
Clases residuales módulo 6 para la suma. 
El grupo simétrico Sz. 


ap 


Solución a) La aplicación idéntica del grupo G sobre si mismo es un automorfismo. 
b) fs inyectiva porque flx,) = f(x) >4+*x, +0 =ar*x* 0 >0*x, =4*X>X, = X2. f es 
sobreyectiva porque f(G) = G, Vxe G. 
f es un isomorfismo porque flx*y)=(arxr*yra)=a4rxrexyra =adrxx (a ra) ya = 
(arxra)r (ar y+a)= fix) + f(). 
c) 1. La función f, definida de la siguiente manera: (0) = 0. (1) = 1. 
2. La función f, definida de la siguiente manera 0,11 1 
La función g, definida de la siguiente manera 
3. La función f, definida de la siguiente manera: f 
La función g, definida de la siguiente manera 
4. La función f, definida de la siguiente manera: 0) = 0. (1) 
4,15) =5. 
La función g. 
2 y 205) =1 


> (108 123 123 1123 123 123 
ds A (3).- as Epa (3) oyul= esa 


La aplicación idéntica de Sysobre sí mismo 

La función g, definida de la siguiente manera: g(/,)=/- 2/1) = fa. 8/3) = fs 804) = Sas 
2Us) = fs, 20) = fo: 

La función 4, definida de la siguiente manera: Hf,) = f,. M4) = f- RU) = fa AY) = fas 
hs) = fe Y HU) = fs. 

La función »n, definida de la siguiente manera: m(f,) = f,, mf) = fa MU) = fiombfa) = fa. 
ms) = fe y MUo) = fs. 

La función r, definida de la siguiente manera: r(/,) = fi 1/2) = fi rLi) = fi. rUa) = fu 
rs) = fo Y ro) = Sa. 

La función s, definida de la siguiente manera: s(/,) = fi. SU) = fi SU) = fa Us) = fa. 
sUs) = fs y so) = fo 

La función 1, definida de la siguiente manera: 4(f,)= fi. 42) = fa UN) = La (Wa) = fa 
16) = 45 y Wo) = So 


3, g(2) 
13) 


lefinida de la siguiente manera: g(0) = 0, g(1) = 3, g(2) = 4, (3) = 3, g(4) = 


5. Pruebe que (R, +) es isomorfo al grupo multiplicativo de los reales 
positivos. 


Solución La función f : (R*, +) > (R, -) definida por f(x) = log x. El codominio de esta fun- 
ción es R, Es inyectiva porque si x, + xz, entonces f(x,) = log x, + flx,) = log x,. Sobreyectiva porque 
aplica a R* sobre R, Además, conserva las operaciones de grupo porque f(x - y) = log (x» y) = log x + 
log y = f(x) + fl»). Por tanto, f es un isomorfismo. 
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PRODUCTO DE GRUPOS 


Definición. Si (G, +) y (H, +) son dos grupos finitos conmutativos, el producto cartesiano 
de Jos conjuntos G y H se define como 


GxH=((e,h) geG y heH) 


Problema 8-44 5, Z,= (0,1, 2, 9) el grupo de las clases residuales módulo 3 para 
la suma. Sea Z, = (0, 1, 9) el grupo de las clases residuales módulo 2 para la suma. Mues- 
tre que el conjunto Z¿ x Z, es un grupo para la operación definida por (a, b)+ (6, d) = 
(¿8 c,658 d). 


Solución e 
Z, x Z, = ((0, 0), (0, 1), (1,0) (1,1), (2, 0), (2, 1)). La primera componente perte- 
nece a Z, y la segunda a Z,. Algunas de las sumas entre las parejas del conjunto Z¿ x Z, son: 


(0,0)+(0,1)=(00,1 (11)+(,0=(Q41)5 (,1)+(1,1)=0,0) 


Clausurativa. El dominio de la operación es (Z, x Z,) x (Z, x Z,) y el codominio Z, x Z,; esto mues- 
tra que la operación es clausurativa. 
Asociativa. Sean (a, b), (c, d), (e, /) € Za x Za. Entonces 

(a,b) + (6, d) + (0, )= (14904 b0d) + (0,7 
(a690)0b0d0/)) 
= (a 90, edef,) 
= (4,b)+ (0 d0 f) 
= (6, b) + ((6, d) + (é, $) 


Existencia de elemento neutro. Al sumarle a cualquier pareja de Z, x Z, la pareja (0, 0) se obtiene el 
mismo elemento; entonces (0, 0) es el elemento neutro. 


Existencia del elemento opuesto. Un cálculo directo muestra que los siguientes elementos son opuestos 
entre sí: 


el opuesto de (0, 0) es (0, 0) 
el opuesto de (1, 0) es (2, 0) 
el opuesto de (2, 0) es (1, 0) 
el opuesto de (0, 1) es (0, 1) 
el opuesto de (1, 1) es (2, 1) 
el opuesto de (2, 1) es (1, 1) 


Nota. Este grupo es conmutativo y cíclico; por ejemplo, el elemento (1, 1) es un generador. 


EProb Muestre que el grupo Z, x Z, contiene un subgrupo isomorfo a Z, = 
(0, 1, 9) y otro que es isomorfo a Zz = (0, 1,2, 9). 


Solución Las siguientes correspondencias definen dos biyecciones entre los subgrupos ((0, 0), 
(0, 1), +); ((0, 0), (1,0), (2,0), +) de Zy x Z, y los grupos Z, y Za. 


(0,0) +0  (0,0)>0 
(1,001 
del ¿ye 


Las siguientes tablas muestran que al elemento (0, 0) le corresponde el elemento Ú en la Tabla 8-45. 
A (0, 1) le corresponde el elemento 1. Esto dice que se conservan las operaciones de grupo. 
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Tabla 8-44 Tabla 8-45 


Las siguientes tablas muestran que a (0, 0) le corresponde Ú en la Tabla 8-47 y que a (1, 0) le corres- 
ponde i y a (2, 0) le corresponde 2. Esto muestra que las operaciones de grupo se conservan. 


Tabla 8-46 Tabla 8-47 


(0, 0) | (6,.0) 


¿Problema 8-46. g; (G, 4) y (H7, o) son grupos y (a, 6), (c, d) € G x H, y si este conjunto 
se dota de una operación é definida por (a, b) e (c, d) = (a *c, bo d), entonces (G x H, ét) 
es un grupo. 


PRDDIORoS Clausuratioa: El dominio de la: finción es el conjunto: (6 1) -%(G:x H) ye codo- 
minio G x H; entonces la operación $ es clausurativa. 


Asociativa. Sean (a, b), (c, d), (e, f) € G x H. Entonces 


((a, b) é (c, d)) € (e, f) = ((a+c,bod)) 8 (e, f) definición de de 

= ((a+c)+e, (b=d)=f) — definición de € 

= ((ar* (c*e), bod)o f) propiedad asociativa de + y = 
(a, b)8 (cx*e, de f) definición de $: 
(a, b) 8 ((c, d) ée (e, f)) definición de $ 


Existencia del elemento neutro. Si O y f son los elementos neutros de G y H, respectivamente, entonces 
(6, $) es la identidad de (G x H, 4). En efecto, si (a, b)e G x H, entonces 


(0xa,$>b) definición de $e 
propiedades del elemento neutro de (G, +) y (H, 0) 
definición de € 
propiedades del elemento neutro de (G, +) y (H. o) 


(0, $) £ (a, b) 


(a, b) 8: (0, p) 


Existencia del elemento simétrico. El simétrico de (a, b)eG x H es (a', b'), con a' el simétrico de a y b' el 
simétrico de b. En efecto, 


(a', b') £e (a, b) = (a' «a, b' ob) 
= (6, $) 

(a, b) 8 (a',b')= (ara',bob') 
= (6, $) 
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0 Verifique los siguientes isomorfismos entre los subgrupos ((Ó, Ó), 


(d, 0), +) y £00, 0), (0, 1), (0,3), (0,3), +) de Z, x Z, y Za y Za. 


£(0, 0), (1, 0), +) isomorfo a (Z,, d) 
£(0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), +) isomorfo a (Z¿, 8) 


¿Solución a) Según la nota del Problema 8 44, y como el subgrupo dado es cíclico, generado por 
(1, 0), entonces este subgrupo es isomorfo a (Za, O). 
b) El subgrupo es cíclico porque es generado por (0, 1). Entonces es isomorfo a (Zy, O). 


¿Problema 8-48 Construya el grupo (Za x Z;, ++). ¿Es cíclico? ¿Es isomorfo a (Za, O)? 
¿Tiene algún subgrupo que sea isomorfo a (Zy, 0)? 


Solución — 1 o: cementos del grupo son (0, 0), (0, 1), (0, 3), (1, 0) (1, 1). (1,2), (4,0, 6, 1)y 6,3). 
El grupo no es cíclico porque no es generado por ninguno de sus elementos. Por consiguiente, no es isomor- 
fo a (Zo, 0). El subgrupo (Zz x (0), +) es isomorfo a (Z,, $), como lo muestra la siguiente biyección: 

(0, 0)» 0 
(1,0) 1 
(2,0) 2 


Las Tablas 8-48 y 8-49 muestran que se conservan las operaciones de grupo. 


Tabla 8-48 Tabla 8-49 


(0, 0) | (0, 0) | (1, 0) 
(1,0) | (1,0) | (2,0) 
(,0) 2,00. (1,0) 


br Construya el grupo G=(Z, x Zo, +). ¿Es cíclico? ¿Es isomorfo a 
(Zis, ej ¿Cuáles subgrupos de G son isomorfos a (Z, O), a (Za, 0), a (Zo, 9), a (Zo, SB)? 


2 Los elementos de Zz x Za son (0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (0, 7), 
0, (, 1, (1,2), (1,3), (1,4) (1,5), (1,6), (1,7), (1, 8). 

G es cíclico porque (1, 1) es un generador. G es isomorfo a (Z,g, (9). El subgrupo ((Ó, 6), (1, 0), +) 
es isomorfo a (Z,, 8). El subgrupo (((0, 0), (0, 1), (0, 2), (0, 3), (0, 4), (0, 5), (0, 6), (0, 7), (0, 8), +) 
es isomorfo a (Zo, €). El subgrupo (((0, 0), (0, 3), (0, 6)), +) es isomorfo a (Z,, 8). El subgrupo (((0, 0), 
(0, 3), (0, 6), (1, 0), (1, 3), (1, 6), +) es isomorfo a (Za, 0). 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


25. Busque en las tablas de los grupos de orden 8 los subgrupos y cite los grupos cíclicos. 


26. Halle los subgrupos de los grupos no abelianos de orden 12. Dé los subgrupos isomorfos a esos sub- 
grupos. 


27. Dé los desplazamientos en el espacio que aplica un cubo sobre sí mismo. Muestre que dichos despla- 
zamientos forman un grupo de orden 24. 
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28. 
29. 
30. 


31. 
32. 
33. 
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Halle los subgrupos del grupo del cubo. 
Dé las 24 biyecciones de E = (a, b, c, d) sobre sí mismo. 


A cada desplazamiento que aplica un cubo sobre sí mismo corresponde una biyección de las cuatro 
diagonales. Muestre que el grupo del cubo es isomorfo al grupo simétrico Sa. 


Muestre que el grupo del paralelepípedo recto es isomorfo al grupo C, x C, x Cj. 
Muestre que en un grupo el elemento neutro es el único elemento idempotente. xxx =x=>x=e. 


Sobre un conjunto que contiene n elementos (n < 4) toda ley de composición definida totalmente, 
que admite elemento neutro y que satisface la regla de simplificación, es una ley de grupo abeliano. 
Construya las tablas a partir de las condiciones dadas. 


Elementos involutivos 


34. 


35. 
36. 


37. 


38. 


39. 


Se llama elemento involutivo todo elemento x +1 tal que x * x = e. Halle los elementos involutivos 
de los grupos de orden n < 8. 

¿Cuáles son los elementos involutivos del grupo multiplicativo de los reales no nulos? 

¿Cuáles son los elementos involutivos de un grupo cíclico de orden »? Distinga los casos n par y 
n impar. 

Un grupo en el cual todos los elementos, excepto e, son involutivos es un grupo abeliano. ¿Cuáles 
son los grupos de orden 1. < 8 que satisfacen esta condición? 


Estudic el grupo C(£) dotado de la diferencia simétrica en el caso £ = ja, b. ej. ¿A cuál grupo de 
orden 8 es isomorfo? 


Si en un grupo, para Va, Vh tales que axh=c=ax*c= h, entonces el grupo está formado de ele- 


mentos involutivos, excepto e. 


Orden de los subgrupos 


40. 


41. 


42. 
43. 


Sea S un subgrupo de un grupo G y a un elemento fijo. Sea L, = [a * x; xe S). Forme L, para un 
grupo G del tetraedro regular y S = fe, c, g, kj forme £L.. Lp. En el caso general muestre que a € S > 
L,=S, aeloS > L,M S = $. Muestre que la aplicación x > a + x es una biyección entre S y £L,. 


(a Sea (7 un grupo de orden » y S un subgrupo de orden k. Según cel método del ejercicio anterior, 
forme L, para un elemento a $, después L, para b SU L,. etc. Se descompone asi el grupo G en clases 
disjuntas de k elementos. Deduzca que el ordenk del subgrupo S es un divisor del orden n del grupo G. 


b) Si G es un grupo de orden n y x un elemento. Aplicar a) al subgrupo cíclico generado por 
x . Deducir que el orden de un elemento arbitrario x es un divisor del orden n del grupo G. 


En un grupo finito, abeliano o no, los elementos a + hb y hx*a tienen el mismo orden. 


Sea S, y S, dos subgrupos de un grupo G de órdenes m, y Mm, respectivamente. Pruebe que si m, y 
m son primos entre sí, S, NS, = [ej. 

Indicación. Razone por el absurdo, suponiendo que x + e es un elemento de S, NS, y utilice los 
resultados dei ejercicio anterior. 


Producto directo 


44. 


Dados dos grupos (G,, +) y (G,, o), se puede dotar el conjunto producto G, x G, de una ley de grupo, 
definiendo: 


(a,, az) L (by, b3) = (a, =b,, a, >b,) 


En particular, el elemento neutro de G, x G, es (e,. €,). siendo e, el elemento neutro de G, y e, el 
de G,. G, x G, dotado de la operación anterior se llama el producto directo de G, y G). 
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45. Estudie los siguientes productos directos y dé los grupos isomorfos: 


a) C,xCj. d) C,yx Ca. 
b) (Cs.x Cá e) Dax C). 
€) C,xCz. $) 85 x Ca. 


46. ¿En qué caso un producto directo es abeliano? 
47. Muestre que G, x G, y G, x G, son isomorfos, 


48. En el grupo Cg, considere los grupos cíclicos generados por C, y Cy. Muestre que el producto direc- 
to de esos dos grupos cíclicos es isomorfo a C¿. 


49. Sean S y T dos grupos de un grupo G que satisfacen las siguientes condiciones: 
a) Todo elemento de G es de la forma xx* y, xeS y ye T. 
b) Todo elemento de S conmuta con todo elemento de 7. 


Vx, yeS, y VyeT x.y=yx.x 


c) SNT=(e). 
En esas condiciones, G es isomorfo al producto directo de S y T. 


Relaciones fundamentales 


50. Se llaman elementos generadores de un grupo G los elementos que permiten, por composición, re- 
construir todos los elementos de G. 
Un grupo cíclico de orden n puede ser generado por un solo elemento generador. Verifique que 
(vea las tablas de las páginas 224-225): 
a y c son elementos generadores del grupo $3. 
a y d son elementos generadores del grupo C¿ x C). 
a y i son dos elementos generadores del grupo del tetraedro. 
c y g no son elementos generadores del grupo del tetraedro. 


51. Se puede reconstruir la tabla de S¿ a partir de dos elementos generadores a y c, teniendo en cuenta 
las tres relaciones fundamentales: 
da==(ac?=e 
52. Desarrolle el razonamiento anterior para mostrar que no existen sino dos grupos de orden 9. 
a) G es generado por un elemento de orden 9, es el grupo Cy. 
b) G es generado por dos elementos de orden k < 9. 
Para k = 3 (Ejercicio 41) se tienen los elementos: 
2 


e ad 
b ab ab 
bP ab ab 


son todos distintos y forman el grupo (Ejercicio 40). El elemento ba es entonces igual a uno de los 9 
elementos anteriores. La única relación posible es ba = ab. Los dos grupos son entonces abelianos. 


53. Estudie la misma construcción para los grupos de orden 6. 
54. El grupo diédrico D, es el grupo generado por dos elementos s y £,que satisfacen las relaciones: 
s=P=(s? =e 


Muestre que el grupo diédrico es isomorfo al grupo del polígono regular de n lados. 


Operación inversa en un grupo abeliano 


55. En un grupo abeliano dotado de una operación» se puede definir una operación inversa > escribiendo 
x=a0boxsb=a>ox=ax+b' 


Describa esas operaciones en el caso de Z dotado de la adición y Q* dotado de la multiplicación. 
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56. 


59. 
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Muestre que el grupo de Klein, la operación » y la operación inversa o coinciden. 
Se tiene que 


Va,b  ax*b=asb 


Verifique que esto sucede en todo grupo donde cada elemento es igual a su inverso. 


Sea G un grupo abeliano, dotado de la operación +. Suponga que la operación inversa + no coincide 
con la operación *. 

Muestre que la operación inversa < no es ni asociativa ni conmutativa. No admite elemento 
neutro. 


Establezca la tabla de la operación inversa + para los grupos C¿ y Cy x Cj. 
Pruebe que a>b y boa son inversos el uno del otro. 


Demuestre la relación a > (a > b) = bh y traduzca esa propiedad a Z dotado de la adición y Q* dota- 
do de la multiplicación. 


Homomorfismo e isomorfismo 


60. 


61. 


62. 


63. 


Muestre que la tabla de rotaciones del triángulo equilátero (vea Tabla 8-4) es isomorfa a la tabla del 
grupo S3. ( 


Considere la tabla de multiplicación de los restos C,, C,, C3, C¿ (mod 5) y la tabla de multiplicación 
de las clases de restos C,, Cy, C,, Cy (mod 10). ¿Los grupos obtenidos son isomorfos al grupo de 
Klein o al grupo cíclico de orden 4? 


Las siguientes aplicaciones forman un grupo con respecto a la compuesta de funciones: 


fix>x fe: x>(x-— 1)x 
fi: x—i1/x fix=>l=x 
h:ix>1(l=x) fi x>xH(x-1) 


¿A qué grupo de orden 6 es isomorfo este grupo? 
Considere las 4 aplicaciones que hacen corresponder a una implicación lógica otra implicación lógica. 


l: (4>8B)=(4>B) Identidad. 

R: (4>B)>(B= A) Recíproco. 
CR: (4>B)>(B= 4) Contrarrecíproco. 
CT: (4>B)=>(4= B) Contrario. 


Componiendo las cuatro aplicaciones anteriores se obtiene un grupo. ¿Cuál? 
Considere la aplicación f: 
Le 1>1 
CR => 1 


R>R 
CT->R 


Muestre que f es un homomorfismo del grupo de Klein sobre el grupo de orden 2. La aplicación f 
indica una equivalencia en el conjunto (1, R, CR, CT) que es la equivalencia lógica. 


Muestre que el homomorfismo f: Z > (0, 1) definido por f(m) = Ú, si n es par, y fin) = 1, si n es 
impar, es un homomorfismo de grupos. ¿Cuál es el núcleo de f? 


En la Tabla 8-50 verifique la conmutatividad, la existencia de elemento neutro y de inversos. Veri- 
fique que la regla de simplificación también se satisface. 
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Tabla 8-50 


Calcule el orden de cada elemento. La tabla no corresponde 
a un grupo. ¿Por qué? 


Sea G un grupo y E un conjunto, Si existe una biyección f de G sobre E, se puede dotar a £ de una 
estructura de grupo, si en E 


Fdo JO) = fx» y) 
De esto resulta que G y E son isomorfos. 
Ejemplo. Q dotado de la adición y 


f: x>u=2x-1 
y>"w=2y-1 


En E =Q, la ley uo 
ejemplos. 


= flx+y)= Ax+ y)—-1=u+0+ 1 es una ley de grupo. Halle otros 


En el ejercicio anterior, la hipótesis «f es biyectiva» es esencial. Z dotado de la adición y £ = (e, a, b). 
La aplicación: 


Y: E 2 x>a 
x<£-2 x->b 
xe(1,0,-l) x>e 


No determina una estructura de grupo si se toma en £, 


Je) o fla) = f(x, + x2) 


Operación externa 


70. 


Verifique que en el grupo de Klein se tiene Vx, 2 1 x = e. Halle un grupo de orden 8 que goce de la 
misma propiedad- 


Sea Z dotado de la adición y el grupo de las clases residuales (mod n). Muestre que la aplicación 
ff: zx E, 


es un homomorfismo. El núcleo de f ¿es isomorfo a Z? 


Centro de un grupo 


EA 


Se llama Ttentro de un grupo G el conjunto de los elementos que conmutan con todos los ele- 
mentos de G. 


C=(fx:x*y=y+x, Vy, yeG) 


Halle el centro de los grupos de orden 8. 
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72. 


73. 


74. 


75. 


76. 


79. 


81. 


82. 


83. 
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Muestre que el centro de un grupo es un grupo abeliano. 
¿Cuál es el centro del grupo de un poligono regular? 


Dos elementos a y b de un grupo G son conjugados si existe un elemento x tal que b=xx=*ax*x', 
Muestre que esa relación es una equivalencia en G. Reparta en clases de elementos conjugados los 
elementos de algunos grupos conocidos. 


En el grupo del cuadrado se consideran las aplicaciones: 


fi: x>ar*rxxh 

hh: x>crxeh 
¿Qué es fa + f1? 
Sea B una parte fija de un conjunto £. Muestre que la aplicación de P(£) en G(£), definida por 
A>AAB, es una biyección. (Utilice las propiedades del grupo de la diferencia simétrica.) 
Muestre que si G es un grupo abeliano con identidad e, entonces todos los elementos x de G forman 
un subgrupo H de G. 
Halle el subgrupo A del ejercicio anterior si G es: 
a) El grupo de Klein; b) C4; c) (Q, +). 
Muestre por medio de un ejemplo que la ecuación x? = e puede tener más de dos soluciones en un 
grupo G con identidad e. 


4) Construya la tabla de multiplicar de S¿. b) Halle el subgrupo cíclico de S,, generado por ( a 7 z sn 
c) S, tiene 10 subgrupos; construya un esquema que muestre esto. 


Muestre que C, no es isomorfo al grupo Y de Kiein. 
Indicación. C, es cíclico. Y tiene cuatro elementos x que satisfacen la ecuación x = e; Cy tiene so- 
lamente dos elementos que son solución de la ecuación correspondiente x + x= 0. 
Sea (G, -) un grupo. Considere la ley + definida sobre G de la siguiente manera: 
a*b=a-b, a,beG 


Muestre que (G, +) es un grupo isomorfo a (G, -). 


Indicación. Se define la biyección f: a=>a”', aeG, de (G,-) en (G, +) y como f(ab) = (ab) * = 
bla"? = f(b) + fa), esto demuestra el isomorfismo. 


Sea M el conjunto de los movimientos del triángulo equilátero y sea F = (1, —1), dotado de la mul- 
tiplicación. A toda rotación del triángulo se le hace corresponder 1 y a toda simetría —1. Muestre 
que esa aplicación de M sobre F es un homomorfismo. 


Sea f un homomorfismo de £, dotado de la operación +, sobre F, dotado de la operación >. Muestre 
que si e es el elemento neutro de E, f(e) es el elemento neutro de F. 

Si a es un elemento absorbente, entonces f(x) es el elemento absorbente de F. ¿Por qué es esencial 
“que f sea sobreyectiva? 


ANILLOS 


A continuación se van a estudiar conjuntos en los cuales se definen dos leyes de composición. 


Definición 1. Sea un grupo aditivo abeliano A; si además A se dota de una segunda ley, lla- 
mada multiplicación, decimos que 4 es un anillo si se verifican los siguientes axiomas: 


Grupo abeliano aditivo. Sean x, y, z€ A. 


Axioma 1. Vx, Vy:x+yeA Clausurativa. 
Axioma 2. Vx, Vy, Vz:(x+))+2=x+ (y +2) Asociativa. 
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Axioma 3. 10€4,Vx:0+x=x+0=x Existencia del elemento neutro. 

Axioma 4. Vx, [—x): (—-x)+x=x+(-x)=0 Existencia del elemento inver- 
so aditivo. 

Axioma 5. Vx, Vy:x+y=y+x Conmutativa. 


Para la segunda ley interna (:) 


Axioma 6. Vx, Vy: xype A Clausurativa. 

Axioma 7. Vx, Vy, Vz : x(»2) = (xy)z Asociativa. 

Axioma 8. Vx, Vy, Vz : x(y + 2) = xp + xz Distributiva a izquierda. 
Axioma 9. Vx, Vy, Vz : (y + 2)x = yx + 2x Distributiva a derecha. 


Definición 2. Un anillo 4 se llama anillo con unidad si la multiplicación tiene unidad. El 
anillo se llama conmutativo si la multiplicación es conmutativa. 


Definición 3. Un elemento u de A se llama inversible si A tiene inverso multiplicativo en A. 
Por ejemplo, en Z, las únicas unidades son 1 y —1. 


Definición 4. Un anillo se llama anillo de división si los elementos distintos de cero forman 
un grupo multiplicativo para la multiplicación. O,-1o que es lo mismo, si todo elemento de 4 
distinto de cero es una unidad. 


Ejemplo 8-27. Z para las operaciones + y (:) es un anillo conmutativo y con unidad. 


Ejemplo 8-28. Sea P el conjunto de los enteros pares P C Z; P, dotado de las operaciones 
+ y (:) de Z, es un anillo no unitario y conmutativo. 


Ejemplo 8-29. Q,R, C, son anillos conmutativos unitarios para las operaciones + y (-). 
Ejemplo 8-30. (P(E) es un anillo conmutativo unitaric dotado de las operaciones Á y NM. 


En efecto, la pareja (P(£), A) es un grupo conmutativo. Además la ley es conmutativa y 
asociativa porque 


(XAY)AZ=(x:(xeXAY) v (xeZ)=(x: (xeX) v (xe Y) v (xeZ)) 
=(x: (xeX) v (xeY AZ) = XA(YAZ) 


$ es el elemento nulo porqueWXe,P(E), XAGH = f. 
Además la ley (f es asociativa y distributiva con respecto a la ley A, porque 


XN(YAZ)= (x: (xeX) a ((xe Y) v (xeZ)) = (x: (xeX) a (xeY) v (xeX) a (xeZ)) 
= YN VA(YNZ) 


[6 (E), A, N] es un anillo unitario y conmutativo. Se llama anillo de Boole. 
Ejemplo 8-31. Si A = (0). Se define 0 + 0=0 y 0-0 =0. Este es el anillo nulo. 


Ejemplo 8-32. Sea A = (0, a, b, a + b). La adición se define en la Tabla 8-51 y da un grupo 
de orden 4. El producto se define como 0: x = x-0 = 0 Vxe A y por la Tabla 8-52. Es un 
anillo. 
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Tabla 8-51 Tabla 8-52 


Observe que a-b+b-a y que a y a + b actúan como unidades multiplicativas a 
derecha 
Verificación de la asociatividad del producio. x(yz)= (xy)z. 


Six, y o z son cero > (xv). y, x(yz) son 0. Si z=b, entonces n(xy) b:= 0 y x(1b)=x0 = 0. 
Siz=a0:2=a+b= x( xy = (xy)z, por ser = unidad multiplicativa a derecha 


Verificación de la ley distributiva, (y +2 


Si x =0, la ley se verifica. Six =auo0 a+ b=>(y + 2)x= y +2, mientras que px + 
zxx=y+z2.Six=b=>(y+2b=0=0+0= yb + zb. 


Verificación de la ley distributiva. x(y + 2) = xp + Xz. 


Siy=z,»+z=0y xy =xz2>xy + xz =0. Asi, en este caso, x(y» + 2) =0= xy 
+ xz. Si uno de los tres: x. y O z es 0, la ley se cumple. Teniendo en cuenta la conmutatividad 
de la + para cada x + 0, quedan tres posibilidades: 


x(a+ b)= xa + xb 
x(b + (a + b)) = xb + xía + b) 
xía + (a + b))= xa + x(a + b) 


Teniendo en cuenta la regla para la + en el grupo de orden cuatro, estos casos se reducen al 
primero. Basta ver en la tabla del grupo que la columna encabezada por a + bes la suma de 
las dos primeras columnas. 


Teorema 1. El elemento neutro de la primera operación es un elemento absorbente para la 
segunda operación. 


Demostración. Se quiere demostrar que Vas A; 1] a-0=0, y 2, 0:4=0. 


0+0=0 Axioma 3 

(0+ 01 =0-a+0:a Axioma 9 

=0:4 Axioma 3 

(0-a+0-a)+ (-0-a)=0:a+(-0-a) Axioma 4 

=0 Axioma 4 

Así, 

(0-a+0:a)+ (-0:a)=0 Transitiva de la igualdad 

0-a+0=0 Axioma 2 

0:a=0 Axioma 3 


La otra parte se demuestra de manera análoga. 


Teorema 2. Va,beA se tiene que (—a)Jb = —(ab) y (—al—b) = ab. 
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Demostración. 
Eadó = —(ab) > (-a)b + ab =0 Axioma 4 
=> ((-a) + a) =0 Axioma 9 
=> 0-b=0 Axioma 4 
(ab = —(ab) 


Para calcular (—a)l(—b) se aplica dos veces la propiedad anterior: 


ab) = —(a(—b)) = —((-ab)) = ab 


Dominios de Integridad 


Un dominio de integridad tiene todas las propiedades de un anillo conmutativo con uni- 
dad, más una propiedad adicional que traducida al conjunto de los números reales nos 
dice que “si el producto de dos reales es cero, entonces por lo menos uno de los factores 
es nulo?” (x.y = 0 implica que x = 0, ó, y = 0). 


Ejemplo 8-33 Esta propiedad se aplica para hallar el conjunto solución de la ecuación: 
x? — x- 2=( en los reales. 

La ecuación se puede factorizar como (x+1) (x-2) = 0. Empleando la propiedad enun- 
ciada se obtiene: 


x+1=0 ó x-2 =0 


La hipótesis de que x?— x — 2= 0 tenga soluciones en R nos lleva a la conclusión de que 
x=-16x=2. 


No todos los sistemas empleados en este libro tienen esta propiedad, como se pue- 
de comprobar con el anillo de los enteros módulo 6, (Z¿%0) en el cual 203=0 con 2 
+0y3%0. 

Si un sistema contiene elementos x y y tales que x.y = 0 con x%0, y%0, decimos que el 
sistema contiene elementos que son divisores de cero. 

Si para todos los elementos-x y y del sistema, x.y=0 implica que x=0 ó y=0, el sistema 
no tiene divisores de cero. 

El sistema de los números reales no tiene divisores de cero en cambio (Z¿90) si tiene di- 
visores de cero. 

La propiedad de no tener divisores de cero se emplea para distinguir los dominios de in- 
tegridad de los anillos conmutativos con unidad, como se da en la siguiente definición: 


Definición 5. Si(A, +,.) es un anillo con unidad, entonces (A,+, .) es un dominio de 
integridad si, y solamente si A no tiene divisores de cero. 


Ejemplo 8.33. Sea A elemento de [P(£),A,N] y A*ó, AFHE. Entonces Ay CeAson dife- 
rentes de 4. Además AN l:4= $, es decir, los elementos A y U:4 son divisores de cero. 
Los siguientes son ejemplos del anillo de los enteros módulo n para los cuales es posible 
obtener en algunos casos Ó sin que ninguno de los factores sea 0. Los otros muestran 
que no se puede obtener Ú sin que uno de los factores sea Ó. 
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Ejemplo 8-34 


Sistema Divisores de cero 
Z, no tiene 

Z; no tiene 

La 202=06 

Zs no tiene 

Zs 20 3=0 

Z, no tiene 

Ze ¿0 4=0 


El problema 8-78 demuestra que Zn es un dominio de integridad si, y solamente si n 
es un primo. El problema 8-79 muestra la equivalencia de que no tener divisores de cero 
es lo mismo que verificar la propiedad cancelativa para la multiplicación. 


Definición 6. En todo anillo 4, cualquier subconjunto que sea un subgrupo del grupo adi- 
tivo, usado para la multiplicación, posee la estructura de anillo y se denomina subanillo de A. 


Ejemplo 8-35. En (Z, +, -) los múltiplos de un entero a son un subanillo. 


Ejemplo 8-36. En el Ejemplo 8-32 del anillo definido por las Tablas 8-51 y 8-52, los sub- 
conjuntos (0, a), (0, bj, [0, a + b) son subanillos. 


Nota. La Figura 8-8 es útil para comparar las distintas clases de estructuras algebraicas. 
Los segmentos significan inclusión en orden ascendente. 


Grupos 


Grupos abelianos 
Anillos 


Anillos con identidad Anillos conmutativos 


Anillos de división 
Dominios de integridad 


Cuerpos 


Figura 8-8 


Ideales de un anillo conmutativo 
Existen subconjuntos de los anillos que son importantes en matemáticas. Son los ideales. 
Definición 10. Un subconjunto no vacio / de un anillo conmutativo A es un ideal si 


1. Vxel, Vyel, x— yel. 
2. Vxel, VWze A, xzel. 
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La condición 1 significa que J es un subgrupo de (4, +). 
La condición 2 significa que / es una parte permitida de (4, -). 


Ejemplo 8-37. En (Z, +, *) todo conjunto I= (x: x=az, ze Z) es un ideal de Z. Todo 
elemento de / es múltiplo de un elemento fijo a. Cuando esto sucede se dice que el ideal es prin- 
cipal, o que el ideal es generado por el elemento a. Se representa por (a) o a: A. 

Ejemplo 8-38. El conjunto formado por los múltiplos de 6 en Z es un ideal principal y se 
representa por 6Z. 

Homomorfismo de anillos 


Definición 11. Una aplicación f de un anillo (A, +, -) en un anillo (4', +, -) es un homo- 
morfismo de anillos si es un homomorfismo para la suma y el (-). 


Víx, y)E Ax A, — fle+y)= 004 0) 
Vx, y)EAX A, fly) = fx) 0) 


El núcleo N del homomorfismo f es la imagen recíproca de 0”, elemento de A”. 
N=(x:xe4 y  fe)=0) 


Teorema. El núcleo de un homomorfismo f de un anillo (4, +, +) en un anillo (4”, +, +) 
es un ideal de 4. 


Demostración. Como f es un homomorfismo del grupo (4, +) en (4', +), se demostró que 


el núcleo es un subgrupo de (4, +). Además Vx e N, Vze A, flx:z) = f(x): flz) =0'- Alz)=0". 
Entonces VxeN, Vze A, x-z€N, y la conclusión resulta de la definición de ideal. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Anillos 


Considere el conjunto de las matrices cuadradas de la forma 


a a . . . 
A= (e al cuyos elementos pertenecen a Q, R o C. Si en este conjunto definimos dos 
21 22 


operaciones, la suma y la multiplicación de matrices, de la siguiente manera: 


bi b a1+bj a +b 
da ps Es Era ( 11 a) Ss ( 11 1 4 e 
Az 2 ba bz 421 +03, 42 + ba 


Ass (qe E) 


Az Az 


pa Pd = (Qibrs + Ar2b21, A11b12 + a) 
bz Daz A31b51 + G22b31, A21b12 + d22b72 


muestre que forman un anillo no conmutativo. 


Él Clausurativa. La suma de dos matrices, 4= (1 %12) y B= O 
Mar Uzz ba ba), 


42 4 biz D) a+ bi, 412 + bh, 
ap laz + (6 .) = (2 TE 
+ e 42 ba ba da +b31 2 + ba 


que es otra matriz de la misma forma, entonces se verifica la propiedad clausurativa. 
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Asociativa. Sean A= es Po Ha Ce 5) 


C € 
¿CO=(:11 12). Entonces 
dar az bar bzz 


Cas Ca2 


11 +b11, 412 +b, C11 € (211 4011) +C11, (a +bi)+e 
arm cm (04 tati y (1 0) (Us 4) tm lan tb 
é ) bi sata) E E (271 +21)+C21, (072 +b22)+C22 


ES lle + (11 +C11), 212 + (0124052) 


=A+(B+C 
a a el 


Esto muestra que la suma es asociativa. 


Existencia del elemento neutro. La matriz 0 = le 0) es el elemento neutro puesto que: 
E E A AN _- (044110442 _ (211 +0, 41, +0) _ la az 
10 0 Ga laz 0+ 421, 0 + 07, 43+0,42+0 dar az 
0.0 
+ le 5 =A+0=A 


Existencia del elemento opuesto. Sea A = E Pe y -A= ¿a Bo Entonces 


21 Az 21, —4z2, 
a+ tar (e 7000) 4 (0 00) — (Ets Fi a (O 
421) —M27 21, %a7 21 + Mar) —a2 + 07, 0.0 
Ar1 — Aras Aja — 17 yr Ay 411, 412 
= = + =A+1(-4)=0 
esto muestra que —AÁ es la opuesta de A. 


Clausurativa del producto. Según la definición del producto, el producto de dos matrices cuadradas (2 x 2) 
es otra matriz del mismo tipo; esto muestra que el producto es clausurativo. 


Asociativa del producto. Sean A= (MM “MN p= (e 2% C= (5 2) 
das taz, ba bz £a1 “az 
Entonces 
4-(B-0)= (4 2. [is 3) (am Aa ) - (4 pl (ea + bialars BriCra + b12032 
A21> Gzz, bz1, baz Car Caz dar 022) NbziC is + bazCz1s Darlrz + 32052 
a (equ + biaca1) + Qrolb21011 + ba2021), Arr(br1C12 + BraC22) + O12(ba1012 + ba2022) 


AzrlbriC11 + Brzcz1) + OzalbarC11 + 22021), Azrld11C12 + bi2C22) + O22(b21012 + b22022) 


s [rs + Ar2bar)Crr + (11b12 + O12b32)031, (11b11 + 012b71)012 +(Q11b12 + 012b72)022 
(23111 + 077b71)051 + (021012 + 032b72)C24, (071611 + 227b71)012 + (271612 + 077b73)022 


Ñ Iron + r2ba1, Ar1b12 + e Cr be a [ Air 2 e BN] [010 Cra 
a21bis + 23025, 421b1 + 422072) Ne2s, 622) 7 Maz 22) Wa, 5.) A E 


Distributiva. Sean A = a Ej B= (5 a) y C= Ge bn Entonces 


A21) 97 Bas Daz, Cam C2z 


bi, b Cir € 411, 4 bi +Cr ba +e 
-(B+C)= E Piel y [( 1 $8) de a »)] > ( 11 2) R ( 1 10 12 0 
Az1, az bar, ba2 Cam C22 May» 022) Nbz1 + Car b22 + Ca2 
- e + C11) + Ar2(b31 + C21), Arrlbr2 + 012) + ro lb77 + Pr | 
Azilbjy + 011) + Gz2lbz1 + C21), 21(by2 + C12) + d22(b32 + 022) 
e + 012b71) + (411011 + Qy2021), (011012 + A12b72) + (A11017 + qa] 
(az2¡b11 + G27b71) + (021011 + d22021), (071b12 + 072072) + (71012 + 072022) 


A11b11 + Gy2b71, 011617 + 012b22 AriCi1 H OyaCa Arta FAA y. 3 
Es =A-B+A:-C 


»= 


%21b11 + A22b71, 02112 + O22b7> Az1C11 E AzaCar) AzrCi2 + 022077 


Por tanto, el producto es distributivo. 
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El siguiente ejemplo muestra que, en general, el producto de matrices no es conmutativo. 
1018 _(31 ET 
2 1)JU 0) W7 2 106% 1) 10 


A Sea F el conjunto de las funciones cuyos dominio y codominio son los 
enteros. Muestre que si el conjunto F se dota de las operaciones (f + g)M(x) = f(x) + g(x) y 
Y gl) = f(x): ed), f. ge F, es un anillo. 


uE: ES 


2 (F, +, *) es un anillo, como se muestra a continuación. Sean f, g e F. Como el dominio 
y codominio de f y g son los enteros, la propiedad clausurativa es consecuencia de la clausurativa para los 
enteros. 


Asociativa. Sean f,g,heF. Para cada xeZ: ((£+ 2) + Mx) = UF + gx) + hí(x) = Ux) + g(x)) + 
Mx) = FO) + (glx) + h(x)) = f(x) + (E + M(x) = (£ + (€ + 4))0x). Entonces, según la igualdad de fun- 
ciones: ($ +8g)+h=Yf+ (2 +A). 


Existencia del elemento neutro. La función f(x) = 0, para todo x e Z, en un elemento de F por definición. 
Entonces para todo ge F: 


Y + 8) = f(x) + glx) = 2(x) = gía) + f(x) = (8 + fx) 


Existencia del elemento opuesto. Sea f e F; se define la opuesta de f como g(x) = — f(x), x€ Z, puesto 
que todo entero tiene un opuesto. Entonces 


U + g)x) = fx) + g(x) = f(x) + (f(x) = 0 
(e + PD) = 820) + fx) = (0) + f(x) =0 
Conmutativa. Es consecuencia de la conmutativa de la suma para los números enteros. 


Clausurativa para el producto. Es consecuencia de la clausurativa de la multiplicación de los números 
enteros. 


Asociatividad de la multiplicación. [Es consecuencia de la propiedad asociativa de los números enteros. 

Distributiva. La propiedad distributiva es consecuencia de la propiedad correspondiente en (Z, +, +). Así, 
ARI AS) 

= Fx) (g(x) + h(x)) 


SO): 8(x) + A) > lx) 
=( 8 +f-8x) 


Considere el conjunto 2Z x Z. Defina la suma y producto en 2Z x Z 
de la siguiente manera: (x, a) + (y, b) = (x + y, a + b)y (x, a): (y, b) = (xy + bx + ay, ab), 
(x, a), (y, b)€ 2Z x Z. Muestre que (2Z x Z, +, -) es un anillo conmutativo con unidad. 


ARS Sean X, ye 2Z y a,beZ. 


Clausurativa para la suma. Como la suma de dos enteros pares es par, (x + y) € 2Z. Porque Z es clausura- 
tivo para la suma, a+beZ. Así, (x + y, a+ b)e2Z x Z. 


Asociatividad para la suma. ((x,a) + (v,b)) + (2,c) =(x + y,a + b)+ (2, c) 

= ((x + y) +2, (a+b)+ c) 
(e + (y +2) a+ (b+c)) 
= (x, 4) + (0 + 2,5 + c)) 
= (x, a) + ((y, b) + (2, c)) 
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Existencia del elemento neutro para la suma. Como 0 € 2Z y 0 € Z, el elemento neutro para la suma es (0, 0), 
porque (x, a) + (0, 0) = (x + 0,a +0) = (x, a) y (0,0) + (x, a) = (0 +x,0+a)= (x, a). 


Existencia del elemento opuesto para la suma. Como —x€2Z y —a€Z; (—x, —a) es el opuesto porque 
(=x, 4) + (x, a) = (-x + x, -a + a) = (0, 0) y (x, a) + (-x, —a) = (x + (-x), a + (-a)) = (0, 0). 


Conmutativa para la suma. (x,a)+(»,b)=(x+y,0+b)= (++ x,b+a)= (y, b) + (x, a). 


Clausurativa para la multiplicación. Como el producto de un entero par por otro entero es par, xp, bx y ay son 
todos enteros pares. Entonces, por la propiedad clausurativa de la suma, (xy + bx + ay)e 2Z. Como la 
multiplicación es clausurativa en Z, abeZ. Así, (xy + bx + ay, ab)e 22 x Z. 


Asociativa para la multiplicación. ((x, a) - (y, b)z, c) = ((xy + bx + ay, ab)) * (2, c) 
= (xyz + bxz + ayz + xyc + bxc + aye + abz, abc) 
= (x(yz + ye + bz) + alyz + ye + bz) + x(bc), abc) 
= (x, a)- (yz + yc + bz, be) = (x, a)» ((», b)- (2, c)) 


Propiedad distributiva. 1. (x,a)- ((y,b)+ (2,0) = (x, (y +2b+c) 
= (ay + x2 + xb + xc + ay +42, ab + ac) 
(xy + xb + ay, ab) + (xz + xc + az, ac) 
= (x, a) (y, b) + (x, a): (2, c). 
=(x + y, a + b)- (2, c) 
(uz + yz + cx + cy + az + bz, ac + cb) 
= (x, a) (z, c) + (y, 5): (z, c) 
Es conmutativo puesto que (x, a) - (y, b) = (xy + bx + ay, ab) = (yx + xb + ya, ba) = (y, b)- (x, a). 
El elemento unidad del anillo es (0, 1) porque (x, a) - (0, 1) = (x, a). 


2. ((x.a)+(y, 6) (2, c 


+ Problema 8-53. Si la multiplicación en el conjunto 2Z x Z se define como (x, a) - (y, b) 
= (xy, ab). Muestre que el conjunto 2Z x Z, dotado de la suma del problema anterior y esta 
multiplicación, es un anillo conmutativo sin unidad. 


Solución Como la definición de suma no se cambió, se verifican las cinco primeras propiedades. 
Entonces queda por probar la clausurativa, asociativa para el producto y la distributiva. Como el producto 
de dos elementos de 2Z está en 2Z, xy € 2Z. Como ab € Z, la operación - es clausurativa. Para mostrar la 
asociatividad del producto, observe que 


((x, a) + O», 6) - (2, e) = (xy, ab) (2, c) 

(xyz, abc) 

(x(z), a(bc)) 

(x, a) - (pz, be) 

(x, a) + ((», b) * (2, c)) 


Propiedad distributiva. (x,a)- ((y, b) + (2, c)) = (1,4): (p+2,b+c) 

(xy + xz, ab + ac) 

(oy, 2b) + (xz, ac) 

= (x, a): (y, b) + (x, a) (2, c) 


También ((%, a) + (9, 6)) - (2,0) =(x + y, a + b): (2, c) 
(xz + yz, ac + be) 
(xz, ac) + (yz, bc) 


(x, a) (2, c) + (p, b)- (2, 0). 


(2Z x Z, +, -) es un anillo conmutativo puesto que (x, a) * (y, b) = (xy - ab) = (yx, ba) = (», b)- (x, a). 
El elemento unidad del anillo no es (1, 1) porque (x, a)- (1, 1) = (x,a) y (1, 1)- (x, a) = (x, a) y 
(Ll, DEQZXxZ, +, :). 
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E a) Si (4, +, +) es un anillo y si su elemento neutro para la suma se 
representa por -0, entonces a: 0 = 0 = 0- a, para todo a € A. 


b) Si a, be A, entonces 
(—aJb = —(ab); al—b) = —(ab); (—aJb = a(—b); (—al-6) = ab 
c) Si a, b,ce A, entonces 


alb—c)=ab— ac; (a—-b)+ (b=c)=a—c; (a—-b)-c=a-—(b+c); 
a=(b=c=(a—bj+c 


a) Como 0 es el elemento neutro para la suma, 


a:a=a-:(a+0) 
= (a-a) + (a: 0) 


Esto muestra que a - O debe ser el elemento neutro para la suma, y como el elemento neutro es único, 

a:0=0, 
b) Problema 8-54 a) 

axioma del elemento simétrico 

distributiva 

unicidad del simétrico de ab 


Problema 8-54 a) 


=a:(b + (—b)) axioma del elemento simétrico 
= (ab) + a(—b) distributiva 
a(—b) = —(ab) unicidad del simétrico de ab 


Problema 8-54 b) 
Problema 8-54 b) y simétrica de la igualdad 
transitiva de la igualdad 


Problema 8-54 bh) 
Problema 8-54 b) 


c) 


a(b— c) = a(b + (—-c)) definición de resta 
= ab + a(—c) distributiva 
= ab + (—(ac)) Problema 8-54 b) 
=ab— ac definición de resta 
la—-b)+ (b=c)=a+ (-b)+b+(-c) definición de resta 
= 4 + ((-b) + b) + (-c) asociativa 
=a+0+ (-<c) existencia del elemento neutro 


+ (0) 
=a-c definición de resta 


(la + (-b) -c< definición de resta 
a + (6) + (—c) 


=4+((-b) + (-c)) asociativa de suma 
=4 + ((-b)- c) definición de resta 
=4+(-b-c) 
=a—=(b+c) 
a-=(b=c)=a+(-(b+c)) definición de resta 
a+ (—-b+c) 


asociativa 
definición de resta 


IN] 
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Problema 8-55 Pruebe que si (4, +, +) es un anillo y a, be A, y a-a = a para cada 
a€ A, entonces (4, +, :) es un anillo conmutativo. 


Solución Como (A, +, -) es clausurativo para la suma, a + he A, entonces, por hipótesis, 


a+b= (a + b): (a +b) 
a+ (a+b)+b-(a + b) 
(a-a) + (a: b) + (b-a) + (b-b) 
=4a+(a:b)+ (b:a)+b 


Entonces a + b= (a + b)+ (a: b) + (b - a). Sumando —(a + b) a ambos lados de esta última ecuación. 
seobtiene0 = a: b+b-ao—a-b= b-a. También (—a : h)- (—a:b) = (b- a): (b- a) por hipótesis. Ade- 
más, (a- b)- (a: b) = (b- a) - (b - a) según el Problema 8-54 b). Entonces a:b= h:«, es decir, (4, +. +) 
es un anillo conmutativo. 


Problema 8-56 Sea (4, +, +) un anillo en el cual no se ha probado que se verifique la 
propiedad conmutativa de la suma, Si A tiene un elemento x tal que xa = xbh implique que 
a = b para todo a, be A, pruebe que (4, +, +) es un anillo, 


Solución > como 4:es clausurativo, a + be A lo mismo que —(a + b). Entonces 


0=a+b+ (—la + b)) simétrica de suma 
0=a+b+ (—-a-— b) 

Entonces x*0= xía + b + (—a) + (—6)) hipótesis y definición de resta 
0= xa + xb+ x(—a) + x(—b) distributiva 


0 = (xa + xb) + (—(xa)) + (—(xb)) Problema 8-54 b) 


Sumando xb a ambos lados se obtiene xhb = xa + xb + (—(xa)). 
Sumando de nuevo xa a ambos lados se obtiene xb + xi xa + xb, entonces x(bh + a)= x(a + h). 
Así, b+ a =a + b, puesto que xa = xb implica que a = bh. Entonces (A. +. -) es un anillo. 


Subanillos 


Problema 8-57 Sea (4, +, +) un anillo y B un subconjunto no vacío de A, El sistema 
(B, +, :) es un subanillo de (4, +, -) si, y solamente si, para cada a, be B: l,a —heB y 
2, abeB. 


SMA a e a a a E Lampa 
propiedades. Sean a, be B. Como B es un anillo, entonces be B implica que —h e B. De nuevo, como B es 
un anillo, a + (—b) e B porque B es clausurativo para la suma. Por definición de resta a + (—h) = u — bh. 
Entonces a — be B. Esto muestra que B es clausurativo para la resta. Para verificar que B es clausurativo 
para la multiplicación observe que, debido a que B es un anillo, se cumple la propiedad clausurativa para el 
producto. 

Ahora suponga que el sistema (B, +, +) cumple con las dos condiciones, y a partir de esto mostraremos 
que es un anillo. 

Los Axiomas 1 a 5 que definen un anillo se cumplen porque algunos son consecuencia inmediata de 
que B es un subconjunto de A. La propiedad asociativa de la suma es válida en (4, +. +), y como B es un 
subconjunto de A, la propiedad asociativa también es válida en (B, +, +). Lo mismo sucede con la propie- 
dad conmutativa de la suma. puesto que es conmutativa en A. 

Si a € B, entonces, como se supone que B es clausurativo para la resta, la diferencia a — a € B. Pero 
a — a =0, el elemento neutro de A, entonces O e B. Esto muestra que el elemento neutro del anillo A está 
contenido en B. Es decir, 0€ B. Como B es clausurativo para la resta, para cada ae B. 0 — ae B. Pero 
0 —a=0+ (-a) = —a, por tanto, —ae B. Esto muestra que para cada a € B, el opuesto —a está en B. 
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Para verificar la propiedad clausurativa de la suma hay que mostrar que si a, be B, entonces a + be B. 
Según la propiedad opuesta que se acabó de verificar para B, —be B. Por la primera condición del teore- 
ma, a — (—b)eB. Pero a — (—b)= a + (-(—b)) = a + b; por tanto, la propiedad clausurativa tam- 
bién se verifica. 

La propiedad clausurativa para el producto se verifica por la condición dos del teorema. Las propie- 
dades asociativa para el producto y distributiva son válidas para B, porque son válidas en A y B CA. 


- Problema 8-58 Muestre que el sistema (2Z, +, +) es un subanillo del anillo (Z, +, -). 


ER Solución Sean a, b € 2Z, entonces a +- bh es un entero par y, por tanto, a + be 2Z. Es decir, se cumple 
la propiedad 1 del problema anterior. Además, ab es un entero par y, por tanto, se cumple la propiedad 2 del 
problema anterior. Entonces (2Z, +, *) es un subanillo del anillo (Z, +, -). 


Problema 8-59 Considere el anillo de todas las matrices cuadradas de orden 2 x 2 cuyos 


elementos son enteros. Sea (B un subconjunto de dichas matrices; si A€(B, entonces 
= 6 aj a€Z. Muestre que el sistema (B, +, -).es un subanillo. 


Soaión sn 1 (2) y 0 (3 Demons 2 (8729) ya rn (3059) 


Esto muestra que se cumplen las propiedades 1 y 2 del Problema 8-57, entonces (8, +, -) es un subanillo. 


Problema 8-60 pruche que el conjunto (a + 0,/3; a e Q) dotado de la suma y la mul- 
tiplicación es un subanillo de (Q(/3), +, -). 


Solución El conjunto (a +0/3:4€Q) no es vacío. Sean a + 0/3 :46Q;b+ 0/3 :beQe 
fa + 0/3). Entonces (a + 0/3) — (b + 0/3) = a — b + 0,/3. Como los números racionales son clau- 
surativos para la resta, (a — b) + 0/3 e (a + 0//3 : ae Q). También (a + 0,/3)- (6 + 0/3) = ab + 0/3. 
Como la multiplicación de números racionales es clausurativa, ab + 0/3 € fa + 0/3 : ae Q). 


E «+ Halle los subanillos de los siguientes anillos: 1% (Z¿, O, O); 2 (Za, 
0) 3 > (Ze, O, O); 6 (Z,, O, O); SH (Z,5s, O, O); € (Zas, O, O). 


-. Observe que ((0), 9, O) es un subanillo de cada uno de los anillos. 

? (Za, D, 0). 

22 ((0, 2), 9, O) y (Z,, 0, O). 

32 (0, 2, 4), 9, O); (0, 3), O, O) y (Zo, O, O). ] 

40 ((0,3,6,9), 89,0); ((0,2, 4, 6, 3, 10), 9,0); (10, 5), 9,0); ((0, 4, 8), 0,0) y (Z,2, 0,0). 

52 (0, 5, 10), 9, 0); (0, 3, 6, 9, 12), 9, O) y (Zi BO) 

62 (0, 12), 9 0); ((0, $, 16), , O); ((0, 6, 12, 18), O, O); ((0, 4, 8, 12, 16, 20, 9, O) 
(í0, 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21), 9, O); (10, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22), d, O) y (Zas. O, O). 


EProblema 8:62 Sea F el conjunto de las funciones cuyo dominio y codominio son 


los enteros. Este conjunto dotado de las operaciones (f + g)(x) = f(x) + 2(x) y Y gl) = 
SF) gx), f, ge F, es un anillo. (Vea el Problema 8-51.) Determine cuáles de los siguientes 
subconjuntos de F son subanillos. L [f : f(0) =0); 2 (£: 00) 4 0); 33 (f : f(0) = 1); 
ELO) = AMS f:-1S /0< 1D): SAR Ax). 
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Solución 15 Sean 7. ge(f: K0)= 0). Entonces (f — gX0) = f + (—8)X0) = /00) + (—8N0) 
0 + (—0) = 0. También (f - g)(0) = f(0) - g(0) = 0-0 = 0. Como f — g y f : g son elementos de (f: f(0) 
0), según el Problema 8-57, este conjunto forma un subanillo. 

22 Sean f, ge [f: f(0) H 0).Seak e Z, k + 0. Entonces (Y — gX0) = (f + (—8)10) = £(0) + (—g(0)) 
= k, — kz. Como k, — k, es cero cuando k, = k,, entonces el conjunto no es clausurativo para la resta 
y. por tanto, no es un subanillo. 

3? Sean f, ge (f: f(0) = 1). Entonces (f — g)(0) = f(0) + (—g(0)) = 1 — 1=0. El conjunto no es 
clausurativo para la resta y, por consiguiente, no es un subanillo. 

42 Seanf, ge (f:f(0) = f(1)). Entonces (f — 2X0) = f(0) + (-2(0)) = £(1) + (—-20)) = Yf — 20. 
Por tanto, la resta es clausurativa. El producto (f - g)(0)= F(0): g(0) = f(1)- g(1) = (£ - g)(1) es clausura- 
tivo y, por consiguiente, el conjunto forma un subanillo. 

52 Scan f ge(f: —1<fix)< 1). Entonces (f— gMx) = f(x) — g(x). Ahora suponga que la 
imagen por f de 1 es 1 y la imagen por g de x es —1. Entonces (f — gXx) = 1 — (—1) = 2. Como 2 no 
pertenece al codominio de las funciones de este conjunto, la resta no es clausurativa. Por tanto, no forman 
un subanillo. 

62 Sean f.ge(f: fix + 1)= f(x). Entonces ($ — gx + 1)= Mx + 1) + (=g(x+ 1) = f(x) — e(x)= 
(Y — g)l(x). Entonces la resta es clausurativa. También (f - gl(x + 1) = flx+ 1) -g(x + 1) = f(x): gl) = 
U - g)(x), lo cual muestra que la multiplicación es clausurativa. Como f — g y f - g son elementos del con- 
junto dado, entonces es un subanillo. 


mo 


Problema 8-63 so, Q, el conjunto de los números racionales de la forma m/n, con 
mneZ yn + 0 ym y nprimos relativos y 2 no es un factor de n. a) Muestre que (Q,, + -) es un 
subanillo de (Q, +, -). 5) Pruebe que (Qs, +, :) no es un subanillo de (Q, +, +). 


Solución a) Sean p/q, m/ne Q,. Entonces m/n — p/q = (mq — np)/ng € Q,, puesto que ng es el 
producto de dos enteros que no tienen el factor 2 y, por tanto, no tiene el factor 2. Análogamente, 
m/n + p/q = mp/nq e Q,. Entonces, según el Problema 8-57, (Q,, +, :) es un subanillo de (Q, +, +). Observe 
que 3/5€ Q, y 5/76 Q, y +:5 =$é Q, porque15 y 35 no son primos relativos. Sin embargo, 3-3 es un 
elemento de Q,. 

b) Sea Q el conjunto de los números racionales de la forma »m/n, con m y ne Z, n + 0; m y n primos 
relativos y 6 no es un factor de n. (Qs, +, -) no es un subanillo de (Q, +, -) porque la resta o la multipli- 
cación no son clausurativas. Por ejemplo, 1/2 y 1/3 son elementos de Q, porque 6 no es un factor de 2 o 3; 
sin embargo, 1/2 — 1/3 = 1/6, que no es un elemento de Q6. 


ErO Sea A el conjunto de los números de la forma a/3", con a, ne Z. Mues- 
tre que (4, +, :) es un subanillo de (Q, +, +). 


Solución 


a b_ a 3M-b Y 
Sean a/3”, b/3" e A. Entonces Pm. € Á porque la suma, resta y multi- 
3 e b 
plicación de números enteros es clausurativa. Análogamente, 5 q He A. Entonces, según el Pro- 


blema 8-57, (4, +, -) es un subanillo de (Q, +, -). 


IDEALES 


Definición. Sea (A, +, :) un anillo y /-un subconjunto no vacio de A. Entonces decimos 
queelsistema (7 +, -)esunideal de (4, +, -)si, y solamente si, para cada a, be / y cada s € A. 


1. La diferencia a— be L 
2. El producto s-ae l 
3. El producto a:se L 
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Observe que la diferencia que existe entre un ideal y un subanillo es que en el caso de un 
ideal la propiedad clausurativa de la multiplicación, entre elementos de / y de A, da elemen- 
tos de /, mientras que en el caso de un subanillo la multiplicación es clausurativa únicamen- 
te entre elementos de Z 


Problema 8-65 Muestre que el conjunto (1Z, +, +), n > 0es un ideal del anillo (Z, +, -). 


Solución Sea me Z y nuenZ. El producto m * (nu) = (mn)u es un elemento de nZ, y el producto 


(mu) - m = m- (nu) = (mn) - u, que es un elemento de nZ. 
Sean mx, nxenZ, entonces mx — nx = (m — n)xe nZ. Entonces (nZ, +, -) es un ideal. 


Problema 8-66 Muestre que existen anillos para los cuales no todo subanillo es un ideal. 


Solución — E. suficiente mostrar un subanillo que no es un ideal. Por ejemplo, el subanillo (Z, +, -) 
no es un ideal del anillo (Q, +, +). Esto se prueba mostrando que en Z la multiplicación no es clausurati- 
va empleando elementos de Q. Es suficiente mostrar un ejemplo con un elemento de Z y uno de Q cuyo pro- 
ducto no está en Z. Por ejemplo, 1 + 1/2 = 1/2. Entonces (Z, +, +) no es un ideal del anillo de los números 
racionales. 


Problema 8-67 a) Muestre que el subanillo de los números racionales no es un ideal 


del anillo de los números reales. 
b) Muestre que el subanillo de los enteros no es un ideal del anillo de los enteros gausia- 


nos de la forma (a +bi:a,beZ e? =-—1). 
c) Muestre que ((3x) : x€ Z, +, *) es un ideal de (Z, +, +). 


' Solución a) Es suficiente mostrar un ejemplo con un elemento de Q y uno de R cuyo producto no 


esté en Q. Por ejemplo, 1 - ¿/2 = A Entonces el subanillo (Q, +, +) no es un ideal del anillo de los nú- 
meros reales. 

b) El anillo de los enteros no es clausurativo para la multiplicación de elementos de (a + bi: a, be Z), 
porque, por ejemplo, 2€ Z e ¡e [a + bi), pero 2-¡= 2ig Z. Entonces no es un ideal. 

c) Se debe mostrar que la diferencia de dos elementos de S= [3x:x€Z, +, +] es un elemento 
de $ y que S es clausurativo para la multiplicación por elementos de Z. Así, si x, y € Z, entonces 3x — 3y = 
3(x — y). La diferencia es un elemento de S porque la resta de enteros es clausurativa. También 3x - y = 3(xy) 
y el producto es un elemento de S, puesto que la multiplicación de enteros es clausurativa. Análogamente, 
y 3x€S. Así hemos mostrado que (S, +, *) es un ideal de (Z, +, -). 


roblem 8-68 Determine cuáles subanillos del Problema 8-61 son ideales. 


alpunieree 
¿5 lución: Observe que cada uno de los subanillos está formado por los múltiplos enteros de á, siendo 
a un divisor de n en (Z,,, 9, O). Por tanto, cuando se multiplica cualquier elemento de este subanillo por 
un elemento arbitrario en Z, se obtiene un múltiplo de á que pertenece al subanillo. Por ejemplo, el subanillo 
(0, 5, 10), O, O). del numeral 5? 


Si me (Z;s, O, O), entonces mO 5='m- (mm veces). 


Pero m-5€(0, 5, 10) porque (0, 3, 10) = (m-5.: meZ). Entonces, cuando se multiplica a 3 por 
un elemento de Z, 5, se obtiene un elemento del conjunto (6, 5, 10). Algo análogo se puede hacer con Ú y 
10. Esto muestra que todos los subanillos son ideales. 


2. Como un ideal de un anillo es un subanillo, únicamente consideramos las partes 1, 4 y 6. 

f Seag “un elemento de F. Entonces U - g)0) = (0): (0) = 0: g(0) = 0 y (g - $10) = g(0)- f(0) = 
g(0)- 0 = 0. El subanillo es clausurativo para la multiplicación por cada elemento del anillo que lo con- 
tiene. Entonces, por definición, el subanillo es un ideal. 

4 Sea geF tal que g(0) = g(2). Entonces (0) - g(0) = /(1) : 2(2) + (£ - g)(1). Entonces el subanillo 
no es clausurativo para la multiplicación por cada elemento del anillo que lo contiene y, por tanto, no es 
un ideal. 

67 Sea geF tal que g(x + 1) = g(—x). Entonces f(x + 1) g(x +1) = f(x): g(-x) + Y + 8Mx). 
Entonces el subanillo no es clausurativo para la multiplicación por cada elemento del anillo que lo contiene 
y, por tanto, no es un ideal. 


are Sean (A, +, *) y (B, +, -) ideales de un anillo (S, +, +). Pruebe que 
ANA +, Jesiun Meal HS de, ). 


EE Para probar que (A f) B, +, +) es un ideal de (S, +, +) es necesario mostrar que A (Y B 
es clausurativo para la resta y que Af B es clausurativo para la multiplicación por elementos de S. Sean 
x, ye AMB y reS. Entonces 


xEA y ye A definición de intersección 
x—yE€A (4, +, *) es un ideal 
xeByyeB definición de intersección 
x—yeB (B, +, +) es un ideal 
x—yeAnB definición de intersección 


xeANByreS dado 
rexeA yr:xeB A y B son clausurativos para la multiplicación por elementos de 
$ porque son ideales 
r:xeANB definición de intersección 
Finalmente, xeANByresS dado 
x:reAyx:reB A y B clausurativos para el producto por elementos de S 
x:reANB definición de intersección 


Así, (AN B, +, -) es un ideal de (S, +, -). 


2 Sea Qy¿= (m/n:m,neZ y n40 y m y n primos relativos y 3 no es fac- 
[3k/n : k, ne Z, n +0, y 3 no es un factor de n). Muestre que (Q5, +, -) 
es un ideal de (Q;, +, -) 


E Solució Sea Q3 = (3k/n: n,keZ, n4+0 y 3 no es un factor de n). 
Para mostrar que la resta es clausurativa en Q$, observe que 3k,/n, — 3k2/n, = A Q3. 
nn 


Como los enteros son clausurativos para la multiplicación y la resta, (km, — k2n,), nn, € Z. Como 3 no 
es un factor de n, o de n,, 3 no es un factor del producto n,n,. Como n, + 0 y mn, + 0, nn, 4 0 y enton- 
es km — Ka os. 
AM 
3, p 3kp 
Sea p/g un elemento de Q$, con p,qeZ, q +40 y 3 no es un factor de q. Entonces — . ñ =— 
”mq 
Como los enteros son clausurativos para la multiplicación, k,p y n,q € Z. Coma 3 no es un lector den, o 
de q, 3 no es un factor de n,q y ma + 0. Entonces 3k,p/n,, q e Q3. Como los números racionales son con- 
mutativos para el producto LE -—603. 


Por consiguiente, (Q3, +, $ E un ideal de (Q,, +, -). 
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HOMOMORFISMO 


Los problemas que van a continuación tienen por objeto estudiar las funciones que hacen 
corresponder a más de un elemento del dominio un elemento del codominio y que además 
conservan las operaciones de las dos estructuras. 


Definición. Sean (A, +, -) y (B, O, O) dos anillos y f una función de 4 en B. Se dice que f 
es un homomorfismo de A en B si, y solamente si, para 1,,1/€ 4: E fl, +1)= 


MUDO FA); EN) = FU) O NA). 


=d 54 Sean (Z, +, )y(Z, O, 0) dos anillos. Defina la aplicación f : (Z, +,*) 
> (Z,, O, O) de la siguiente manera: si x es un entero, f(x) =Fconx=3g+r,0<r<3. 
Si nef, entonces fín) =F. Muestre que es un homomorfismo. 


La función no es inyectiva porque, por ejemplo, f(—2)= f(7) = 1. Vamos a mostrar 
que la función, así definida, conserva las operaciones. En efecto, sean x y ye Z,x = 3q, + 11 y y = 3q2 +12, 
con0<r, <3y0<r, < 3, entonces x + y = 3(q, + q2) + r, + rz. Según el algoritmo de la división, 
el entero r, + rz se puede expresar como r, + r3 = 343 + r¿ con 0 < rz < 3. Entonces x + y = 3(q; + 
4 + 93) + ra. Por tanto, según la definición de la función /, f(x + y) = *,. Para completar la demostra- 
ción también hay que mostrar que se conserva la operación de suma, es decir, f(x) d) f(v) = f3. 

Según la definición de f, flx)=F, y f(») = Fz, entonces f(x) OD fly) =F, + F. 

Según la definición de la suma de enteros módulo 3 y teniendo en cuenta que r, + r, = 3q3 + 13, en- 
tonces, *, DF, = 3. Asi, flx + y)=% = fx) 0 f(). 

La función conserva la multiplicación. Sean x, y€ Z, x= 3q, + r¡ Y y = M2 + r, con 0<r,<3 
y 0<r,<3, entonces x: y = (39, + £,(39, + 12) = 339919, + 9112 + q211) + rir. Según el algorit- 
mo de la división, el entero r,r, se puede escribir como r,r, = 3q4 + r¿con 0 < r, < 3. Entonces x- y = 
384142 + Qur2 + q2r1 + q4) + ra. Por tanto, según la definición de f, fíx*y)= F,. También hay que 
mostrar que f(x) O f(y) = F4. Según la definición de f, f(x) = F, y f(y) = f,, entonces flx)- f(y) =F, 0 faz. 
Según la multiplicación de los enteros módulo 3 y teniendo en cuenta que r, -r, = 3g4 + r4, se tiene que 
FLO F2= Fa. Por consiguiente, 


My) = f)O JW) = Ha 


Por tanto, f es un homomorfismo. 


13 Si (4, +, +) y (B, 9. O) son anillos con 0, y 0, como elementos neutros 
para la suma y si f es un homomorfismo de A en B, entonces f(0,)= Op. 


Sea ac A, fla) = x y S04) = y. Se va a mostrar que x Q y = x. Como (B, O, -) es un 
grupo conmutativo y el elemento neutro para la suma es único, y = Op. El siguiente cálculo muestra que 
x+y=x 


e. fa) dado 
= fla +04) definición de elemento neutro 
fajO FO) f es un homomorfismo 
=x0y Na) =x y S04) = 


Problema 8-74 Sean (4, +, :) y (B, +, +) dos anillos y fun homomorfismo de A sobre 
B. Si xe A, muestre que f(—x) = —(f(x)). Si K es el conjunto (x:xe A y f(x) = Opjcon 
Op el elemento neutro para la suma en B, entonces (X, +, +) es un ideal de (4, +, +). 
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Es Solución: Sean 0, y Os los elementos neutros para la suma en A y B, respectivamente. Entonces 
0, = NO.) 
= fix + (-x)) 
= 00) + SEX) 


Entonces f[—x) = — fx). 

Si (K, +, -) es un ideal del anillo A, entonces A debe ser clausurativo para la resta y la multiplicación 
de elementos de K y A. El siguiente cálculo muestra que K es un ideal de (4, +, +). 

Sean k, k, e K y xe A. Entonces 

L Ak —k1) = ik + (-k1)) = f(k) + SI7Kk1) = 05 + 04 = 05. 

2. fx) = SU) O fx) = 040 fix) = 05. 

3. flxk) = flx)- Ak) = fix) -0p = 0p. 

Como 0) es la imagen de la diferencia de dos elementos de K y de los productos kx y xk, K es clausu- 
rativo para estas operaciones. Entonces (XK, +, -) es un ideal de (4, +, -). 


Problema 8-75 


Pruebe: 

1. Si A es un anillo conmutatiyo, entonces B es un anillo conmutativo. 

2. Si A es un anillo con elemento neutro 1, para la multiplicación, entonces B es 
un anillo con elemento neutro f(i,) para la multiplicación. 

3. Si aeA tiene por simétrico para la multiplicación a a”' e A, entonces fla)e B 
tiene por simétrico para la multiplicación a f(a”*)e B. 

4. Si a,beA, entonces fía — b) = fla) — f(6). 


Sea f un homomorfismo del anillo (A, +, -) sobre el anillo (B, +, -). 


O! 
"Solución 1, Sean a, be A. Como la aplicación es sobre B, existen x, ye A tal que fíx)= a y 
JA b. Como el homomorfismo conserva la multiplicación, f(x)- f(y)=a-b= fix: y). También 


Fix y) = fúr:x). Así, a-b=b-a. 

2. Sean a, be B. Como el homomorfismo es una aplicación sobreyectiva y el anillo A es un anillo con 
unidad 1,, existen elementos 1,, xe A tal que f(1,) = a y f(x) = b. Como el homomorfismo conserva la 
multiplicación, f(1,)- f(x) = a:b= f(1,* x). Pero, según la definición de unidad de un anillo, 1,+x = x. 
Así, f(l,*x) = f(x) = b. Entonces a: b = f(l,- x) = bh, lo cual implica que a +6 = bh. En forma análoga 
se muestra que b- a = bh. Esto quiere decir que a es el elemento unidad de 2 y, por tanto, f(1,) es la 
unidad del anillo B. - 

3. Según la definición de resta, a — b=a + (—b). Así, fía — b)= fla + (-b)) = fla) + fí—b), 
y como fí—b) = —f(b), entonces fía) + fi—b) = fía) — f(b). 

4. Como f es un homomorfismo, conserva la multiplicación; entonces fía-a”!)= fla)» fla”*). 
También fla-a”')= fIL,). Según la parte 2, A1,) es el elemento neutro de la multiplicación de B, diga- 
mos 17. Así, 


Sa) fa!) = fla:a”!)= f14) = lo 


Análogamente, fla”')- fla) = fla”*-a) = f1,)= 1p. 
Como fla): fla” ') = 1, = fla” *)- fía), fla *) es el simétrico de fla). 


Problema 8-76 Sea f una función de (a + bi: a, beZ, i? = —1) sobre sí mismo de- 
finida por fía + bi) = a — bi. Muestre que f es un homomorfismo. ¿Cuál es el ideal que se 
aplica en 0? 


La función es un homomorfismo porque conserva las operaciones. En efecto, 


Hla + bi)- lc + di)) = fílac — bd) + (ad + bc)i) 
= (ac — bd) — (ad + bei 
Ja + bi)> fic + di) = (a — bi) + (e di) 
= (ac — bd) — (ad + beji 
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Así, fila + bi) . (e+ di))= fla+ bi) - flc + di), es decir, conserva la multiplicación. 
También, 
Ha + bi) + (c + di)) = fila + c) + (b + d)i) 
= (a+c)— (b+ dji 
fa + bi) + fc + di) = (a— bi) + (e— di) 
= (a +c)-— (b+ d)i 


Así, lla + bi) + (c+ di)) = fla + bi) + fic + di), es decir, conserva la suma. 
El elemento neutro es 0 + 0í. El único elemento que se aplica sobre este elemento es fla + bi) = a — bi = 
0 + 0í si, y solamente si, a = 0, 6 =0. Así, ((0 + 01), +, +) es el ideal que se aplica sobre el elemento neutro. 


Problema 8-77 Se, f una función de (Q, +, *) en (Z, +, *) dada por fla/b)= a +b 
para cada a/b € Q, a y b primos relativos. Vea si f es un homomorfismo o no. 


Solución La función f no es un homomorfismo porque no conserva las operaciones. 
En efecto, sean a/b, c/de Q, con a y b primos relativos, c y d primos relativos. 
Entonces fla/b + c/d) = filad + cb)/bd) = (ad + cb) + bd y flalb) + flcjd) = (a + b) + (c+ d). 
Es decir, no conserva la suma y, por tanto, no es un homomorfismo. 


Dominios de integridad 


Problema 8-78 Sine Z,n > 1, entonces el anillo conmutativo como unidad (Z,, 9, O) 
es un dominio de integridad si, y solamente si, n es un número primo. 


Solución Para probar el teorema es necesario establecer las condiciones para que el anillo Z, ve- 


rifique la propiedad de que si el producto de dos elementos es Ú, entonces uno de los dos es Ú. 

Primero, si » es un entero mayor que 1 tal que Z, es un dominio de integridad, entonces es necesario 
mostrar que n es un número primo. Suponga que Z,, es un dominio de integridad y que existen enteros po- 
sitivos a y b,con 1 <a<ny1<b<mn tales que a:b= nm. Como ae á y beb, la ecuación a-b=n y 
40 6 = ñ son equivalentes, Por tanto, como á = Ú, se tiene que 4O 5 = ñ = 0. Entonces á y h son divi- 
sores de cero y la hipótesis de que Z,, es un dominio de integridad es falsa. Como la hipótesis de que n = a - 5 
conduce a una contradicción, n es un número primo. 

Segundo, es necesario mostrar que si » es un número primo, no existen divisores de cero en el anillo 
(Z,,, O, O). Suponga que existen enteros x y yeZconl<x<nyl<y<n, tales quexO =$ 
más, como x y y son menores que », esto quiere decir que x n. Si x- y = n, entonces A tiene di 
enteros mayores que 1 y menores que a, contrario a la hipótesis de que n es un número primo. Así, si n es 
un número primo, la estructura (Z,, €), O) no tiene divisores de cero y, por tanto, es un dominio de inte- 
gridad. 


Problema 8-79 — g¡(4 +, -) es un anillo conmutativo con identidad, entonces (4, +, -) 
no tiene divisores de cero si, y solamente si, (4, +, -) verifica la propiedad cancelativa para 
la multiplicación. 


Solución Para mostrar la primera parte, suponga que (A, +, -) verifica la propiedad de que si u, y € A 
y u-v =0, entonces w= 0 o v = 0, De esto se debe mostrar que si xa = ya con a É 0, entonces x= y. 
En efecto: 


xa = ya hipótesis 
xa + (-ya)=0 opuesto de xa es único y es (—ya) 
xa + (—-ya=0 definición de resta por hipótesis 
(+ (—y)a =0 distributiva 
x+(-y)=0 si uv =0, entonces .=00v=0 
x=y unicidad del elemento neutro 
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Ahora suponga que (4, +, *), que verifica la propiedad xa = ya, implica que x = y, x, ye A y a H 0. Se 
debe mostrar a partir de esto que x+ y = 0 implica que x=00 y=0, 


xy=0y*%0 hipótesis 
x> A =0-y hipótesis 
x=0 xa = ya implica x= y, y, x* y = 0 y implica x = 0 


bo Determine cuáles de los siguientes anillos son dominios de integridad: 
L (Q)+,).2. (BR, +, 0). 3. ((6x :x6Z), +, :). 4. (0(S), +, :) con 0(S) la fami- 
lia de todos los subconjuntos de un conjunto X, y para cada A, Be P(S) 


A+B=(x:xe 4AUByxg¿ANnB); A-B=[(x:xeANMB) 
5. (1, +, :), siendo / el conjunto de todas las funciones cuyo dominio y codominio es Z, y 
para f, gel 


U+aa)=f0)+gx) y  U-8l)= A): gl(x) 


El anillo (Q, +, +) es un dominio de integridad porque para cualesquiera a, be Q, 
«a, 1eQ ya:1=1:a=a;a:b=0 implica que a=00b=0. 

2. El anillo (R, +, +) es un dominio de integridad. 

3. El anillo ([(6x : xe Z), +,+*) no es un dominio de integridad porque no tiene elemento unidad. 
es decir, 6x+e = 6x implica que e = 1, pero 1€ ((6x:x€Z), +, >). 

4. El anillo (P(S), +, *) no es un dominio de integridad porque no se verifica la condición de que si 
u- v =0, entonces u = 0 o v =0. Por ejemplo, si A = (0, 1) y B = (2, 3), entonces A-B= AN B= fp, 
pero AFHy DH. 

5. El anillo (1, +,*) no es un dominio de integridad porque, por ejemplo, si se consideran las fun- 
ciones f(x) = max (0, x) y g(x) = max (0, —x), dominio de x, x > 0, entonces f(x) = x y g(x) = 0. 
Entonces f(x) g(x) = 0 y f(x) + 0 y g(x) + 0 para todo x e Z. Por tanto, el sistema contiene divisores de 
cero y no satisface el último axioma, es decir, que si u-v = 0, entonces u = O o v = 0. En forma análoga, 
si se considera x < 0, entonces f(x) = 0 y g(x) = —x. Entonces f(x): g(x) = 0, pero de nuevo ni f ni g 
son la función cero. 


a 


me E 8-81 Determine si los siguientes subanillos son dominios de integridad: 

1. ((a+0i:aeZei?= —1), +, 5). 2. (Q,, +, :) con Q, = (m/n:m,neZ,n40 
y m y n primos relativos y 2 no es un factor de nj. 3. (Qs, +, :) con Q; = (m/n:m.neZ, 
n +0, m y n primos relativos y 6 no es un factor de n). 4. El conjunto de las matrices cua- 
dradas de orden 2 x 2conla 412 =4721=0 5. ((a/2" :a,neZ), +, -:).6. ((a/2” -6" : a, m, 
neZ), +, :).7. ((a+b3/5:a,beZ), +, :).8. (a+ b./9:a,beZ, +, >). 


Este anillo es un dominio de integridad porque es un anillo conmutativo con unidad 
1 + 0í y no tiene divisores de cero. 

2. Este anillo es un dominio de integridad porque es un anillo conmutativo con unidad y no tiene di- 
visores de cero. 

3. Este sistema no es un anillo. Por tanto, no es un dominio de integridad. 

4. Este anillo no es un dominio de integridad. A pesar de ser un anillo conmutativo con unidad. 
El sistema tiene divisores de cero. Por ejemplo: 


2.0 20 0.0 20 2 ON 
G o) 2-6 o)» 0) +0 6 2) +0 
5. Este anillo es un dominio de integridad. 
6. Este anillo es un dominio de integridad. 
7. El sistema no es un anillo porque no es clausurativo para la multiplicación. Entonces no puede 


ser un dominio de integridad. 
8. El anillo es un dominio de integridad. 


85. 


86. 


87. 


89. 


90. 


91. 
92, 


93. 


94. 


95. 


96. 


97. 


98. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 


Muestre que en un grupo G, abeliano y aditivo, se obtiene un anillo si definimos en él una segunda 
ley: a:b=0, a, beG (anillo de cuadrado nulo). 


Demuestre que los elementos 0 y e forman un anillo para las leyes: 


0O+e=e+0= e-0=0e=0 
0+0=0 0:-0=0 
e+e=0 e:e=e 


Interprete el resultado anterior remplazando 0 por par y e por impar, 


Sea A un anillo tal que x9=x, x€4. 


a) Muestre, escribiendo la propiedad precedente para x + y, que 4 es conmutativo. 

b) Demuestre que la relación xy = x entre dos elementos x, y de 4 es una relación de orden. 

c) Como xríx + y)= 0, x, € A. Demuestre que A contiene solo el elemento 0, o A no tiene di- 
visores de cero, o Á no contiene más de dos elementos, O xy. 


Muestre cuáles axiomas ño se verifican para que el siguiente conjunto sea anillo: 
A=fa+b/2+0/2,a.b,c.eQ) — para la suma y la multiplicación 


Sea (A, +, -) un anillo con unidad. Considerando la expresión (1 + lMa + hb), muestre que la hipó- 
tesis de que la suma es conmutativa sobra. 
Sean D y E dominios de integridad. D x E se transforma en un anillo si se definen la suma y el pro- 


dubtosomos CA 


(a, b) + (c, d) = (ac, bd) 


Muestre que Dx E no es un dominio de integridad. 
Muestre que la fórmula x? — y? = (x + ylx — y) es válida si el anillo es conmutativo. 


En un anillo (4, +. +) no conmutativo se escribe x*y=X-) — px. 
Calcule xx*(y+2) + y+*(2ex) + 2* (xx y) 


¿Cuáles de los siguientes conjuntos son anillos?: 


2) (MZ. +. b) (Z*, +, 0) ((m/2, neZ), +.:); d) lla + 6/2, a, beZ).+.-). 
Sea (Z, +, .) el anillo de los números enteros. Sobre Z se definen las siguientes leyes de composi- 
ción internas: a*b=a +b—1 y aab =a+b —a.b. Probar que (Z, *, 8) es un dominio de integri- 
dad. 
Sea Az el conjunto de los números racionales de la forma F conm, neZ y n%0; m y n primos re- 
lativos y 2 no es factor de n. Muestre que (A2,+, .)esun — sub-anillo de (R,+, .) 
Un anillo R se dice que es booleano si a? = a, VaeR. 
a) Muestre que en un anillo booleano R, a= —a. 
b) Muestre que todo anillo booleano es conmutativo. 
Indicación. a) a+a=la+ ap =A+a+arad=a+a+a+a>a+a=0>0=-a. 
b) Paraa,beR a+b=(a+bP=(a+bla+b)=04 + ab+ bat bó=a tabs bay bo. 
Así, 0 = ab + ba => ab = —ba. Por a) —ha = ba, por tanto, ab = ba. 
Para cualquier conjunto S, sea O(S) la familia de todos los subconjuntos de S. Se definen en P(S) las 
Operaciones + y * de la siguiente manera: 

A+B=(4UB)-(4NB) 

A:B=ANB para A, Be 0(1S) 
a) Dé las tablas de la suma y la multiplicación en P((a, bj). 
bh) Muestre que para cualquier conjunto S, (P(S), +, *) es un anillo booleano. 
Muestre que los anillos 2Z y 3Z no son isomorfos. 
Indicación. Considere los generadores de los dos grupos y trate de establecer una correspondencia _ 
entre ellos. 
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CUERPOS 
Estructura de cuerpo 


Definición. Un conjunto K dotado de dos leyes de composición internas la una escrita + 
(adición) y la otra escrita (.) (multiplicación), está dotado de una estructura de cuerpo si: 


12 (K, +, .) es un anillo unitario. 


22 Todo elemento de K*= K— (0) es invertible para la ley (.). 
Como K* es un conjunto U de los elementos invertibles, las condiciones 12 y 22 son equi- 
valentes al hecho de que: 


(K, +, .) es un anillo unitario, 
y (K*, .) es un grupo multiplicativo. 
0 sea que un cuerpo es un anillo con unidad en cl cual todo elemento distinto de 0, admi- 


te un simétrico para la segunda ley. 


Un cuerpo es la tripla (K,+,.) que verifica las condiciones 12 y 22 Si además, la ley (.) es 
conmutativa, el cuerpo (K,+,.) se dice conmulativo. 


Ejemplos. Los conjuntos numéricos O, R y C, dotados de las leyes + y., son cuerpos 
conmutativos. 


El conjunto Z /pZ de las clases de enteros módulo p, con p primo, dotados de las leyesQ 
yO, es un cuerpo conmutativo. 


El conjunto K = ta+by2, a, be Q) dotado de la + y el ., es un cuerpo conmutativo. 


El conjunto E =¡a, b, c,; dotado de las leyes + y x que se definen en las siguientes tablas: 


Se comprueba que E es un grupo conmutativo para la + (clemento neutro a; los simétri- 

cos de a,b,c son, respectivamente a,c,b). Además, E un grupo para la ley X (suprimiendo 

la fila y la columna de a y observando que se obtiene un grupo con dos elementos b y C). 
La Ley X es distributiva con respecto a la ley +. 

Esto nos muestra que es un cuerpo conmutativo. 


Propiedades fundamentales 


Como todo cuerpo es un anillo, las propiedades demostradas para los anillos son váli- 
das para un cuerpo. En particular: 


12 En todo cuerpo K, para todo aeK, a.0=0. a=0 


ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS. ANILLOS. CUERPOS 269 


22 En todo cuerpo, para todo a y b, la igualdad a.b = O implica (a=0 ó b=0). 


En efecto, sea a.b=0. Se trata de establecer que por lo menos una de las igualdades a=0Ó 
b=0, es verdadera. 


Supongamos, que a+ 0, entonces a es invertible y multiplicando a izquierda pora” ' 


se obtiene: a”*. (ab)=a "'.0. Comoa”!. (ab) = (a7!. a). b=b (asociatividad de la ley .) 
y según 1? (a.0)=0. De donde b= 0. 


Entonces V (a,b) e K(ab=0= (a=06b=0)) 


32 En todo cuerpo K, para todo aeK* y todo beK, existe un elemento xeK, único, tal 
quea.x+b=0. 


En efecto, en el grupo (K,+), ax+b=0 => ax=-b 
y como a no es nulo, es invertible: ax =-b > x=a"! (-b). 


4 De manera general, las reglas de cálculo son las mismas que las del álgebra clásica, re- 
lativas a las operaciones: suma, resta, multiplicación y división. 


Nota: En todo cuerpo conmutativo (K,+, .), todo ideal 14 (0) esigual al conjunto K. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Cuerpos 


PR a E 5 a 
1 Si (4, +, -) es un anillo conmutativo con unidad que verifica la pro- 


piedad de existencia del inverso (multiplicativo), entonces (A, +, +) es un cuerpo. 


2% Para demostrar el problema es suficiente mostrar que el anillo conmutativo con unidad 
que “verifica la propiedad del inverso multiplicativo no tiene divisores de cero. 
Suponga que existen elementos a, be A tales que ab = 0.Suponga que b + 0. Entonces 


Entonces hemos mostrado que si ab = 0 y b 4 0, esto implica que a = 0. Lo cual es equivalente a mostrar 
que ab = 0 implica que a = 0 o b=0. Esto demuestra el problema. 


[Problema 8-83 1 Si (4, +, :) es un dominio de integridad finito, entonces (A, +, -) es 


un cuerpo. 


Por hipótesis, el sistema (4, +, -) satisface los primeros diez axiomas que definen un do- 
minio de integridad. Entonces, para mostrar que (4, +, *) es un cuerpo, es suficiente mostrar que el sistema 
verifica la propiedad de existencia del inverso multiplicativo. En otras palabras, que para cada a + 0 en el 
dominio de integridad existe a”* en el dominio tal que a7'-a=e. 
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Sean 4,, 43, dy, ..., 4, elementos no nulos del dominio de integridad y a un elemento arbitrario, dis- 
tinto de cero, 4€ (a,, 4), ..., 4,). Considere los siguientes 1 productos: 
Ay4, 434, -.., Q5a 


Vamos a mostrar que cada uno de los » productos es distinto. Es decir, los productos a,a y a,a con ¡ + j son 
distintos: aja + aja. Porque si = aja para algún ¡ y j con ¡+ j, entonces, por la propiedad cancelativa 
de la multiplicación en un dominio de integridad, implicaría que a, = a,. Pero, como í + f, esto es una con- 
tradicción. Por consiguiente, los » productos son distintos. Como (4, +. *) es un dominio de integridad, 
tiene unidad multiplicativa. Por tanto, uno de los n productos 4,4, 434, aa es la unidad multiplicati- 
va e. Entonces existe a, e A tal que aya = e. Esto muestra que a, es el inverso de a, es decir, a, *' = a. Como 
a se escogió distinto de cero en el dominio de integridad, se ha mostrado que cada elemento distinto de cero 
tiene un inverso en el sistema. 


Nota. Se mostró que (Z,,, Y, O) es un dominio de integridad si. y solamente si, n es primo. Por consiguien- 
te, el siguiente resultado, como aplicación del problema, es verdadero: (Z,,. 6. O) es un cuerpo si, y sola- 
mente si, 1 es un número primo. 


Esto muestra la existencia de infinidad de cuerpos finitos, puesto que el conjunto de los números primos 
es infinito. 


Pruebe que uy = 1 tiene una solución cn (a + bi:4,beZ)siu= 1, 


1 Sea a + bi=uyc+di= y, con a. h, e, de Z. Para que y verifique la condición uy = 1 
1 


a+bi 
Multiplicando el término de la derecha por (a — hi)la — bi) se obtiene: 


se debe cumplir que (a + biie + di)=1 0 c+ di 


'" 


a=bi abi 


A 
O apilable 
De la igualdad de dos números complejos se obtiene c = a/(a? + 2) y d= —bj(a? + b?). Entonces 
a b a—=bi 


y= FE ER al IA es el inverso de u. Vamos a mostrar que es uno de los cuatro núme- 
ros dados. Como c y d son enteros, los cocientes a/(a? + h?) y —h/(a? + b?) son enteros. Para que a/(a? + b?) 
sea un número entero, la| > a? + b?. Es decir, a? + b? debe dividir a a. Como ja] < a? y 6? > 0Oysib? +0, 
entonces a? + b? > lal, es decir, a? + b? no puede dividir a a. Lo cual es una contradicción. Por tanto, 
b* = 0 implica 6 = 0. Pero si b = 0, a/a? debe ser un entero, lo cual quiere decir que Ja| > a”. Como a + 0, 
si a es un entero distinto de 1 y —1, a? no divide a a. Así. a = +1 cuando b = 0. Entonces u = a + hies 
1 +00 —1 + 07. En forma análoga se muestra que d = —b/(a? + b?) debe ser entero, entonces a? = 0 
implica a = 0. Como —b/b? debe ser entero, b= +1 cuando a = 0. Así, au=a+bies0+ lio 0— 1 
Por consiguiente, hemos mostrado que uy = 1 tiene una solución cuando u = 1 + 01, —1 + 0,0 + 10 — lí 


[problema :8-85* ¿Por qué los siguientes sistemas no forman cuerpo?: 


1. ((0,2,4,6,8, 10),9,0).CZ,22. (Zio, 9, O). 3. (Q2, + :) con Q,= immn:m.neZ, 
n H0, m y n primos relativos y 2 no es un factor de nm). 4. ((a + b/5:a,beQl. +. >). 
5. (lá + 5/2: á, beZ,), +, *) si ta suma y multiplicación se definen de la siguiente manera: 


(a+5/D)+ (¿+ d/D)=(4+ 0) + (6+ d)/2 y (a+ 5/2) (e +d/2)=1(4-c)+(6+d)/2. 


1. Un cuerpo debe ser un dominio de integridad, pero este sistema no verifica la pro- 
piedad de no tener divisores de cero; por ejemplo. 60 4=0y6+0y4=0 
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2. No verifica la propiedad de no tener divisores de cero. Tampoco los elementos tienen inverso mul- 
tiplicativo. 

3. La propiedad del inverso multiplicativo no se verifica; por ejemplo, 2/5 € Q, y su inverso 5/2 ¿ Q,. 

4. El conjunto no es clausurativo para la multiplicación, por ejemplo, (0 + Ys) :(0+ Y5) = Ys = 
V5éla+b3/5:0,beQ). 

5. No existe inverso multiplicativo; por ejemplo, Ó + 1,/2 no tiene inverso. Suponga que sí. 
Considere (0 + 12) (k + 9,2) = 1 + 1/2, siendo x + 5/2 el inverso de Ú + 12 Al multiplicar 
se obtiene (00 x)+ (10 5 (0 + 5,/2). Esto implica que Ú + 5/2 = 1 + 1,/2. Contradicción, 
porque 0 + 1. Entonces la hipótesis de que Ú + 1,/2 tiene un inverso es falsa. 


Sea X = [a/b con a entero y b=2",neZ y n>0). 

a) Muestre que el conjunto para la suma y multiplicación es un dominio de in- 
tegridad. 

b) Que existe una infinidad de elementos del conjunto que tienen inverso y una in- 
finidad que no tienen inverso. 


Solución a) Se puede mostrar que el conjunto X= (a/b:aeZ,b=>72",neZ, y n>0) es un 
dominio de integridad si es un subdominio de los números racionales Q. 

X es un subdominio de Q si Y es un subconjunto de Q; (X, +, +) contiene las identidades de (Q, +, +); 

X es clausurativo para la suma y multiplicación y a e X implica que —a € X. X es un subconjunto de Q. La suma 


a Pear 
AA Ez — para a, c,m,ne Zy m, n > Oestá en X porque a - 2”, c - 2” y su suma (a- 2” 4+c-2") 


Ni 

son enteros y como m + ne Z y m + n > 0. Esto muestra que el conjunto es clausurativo para la suma. El 
a e 

producto > 2” >. está en X porque ace Z, m + neZ, y m 4 n > 0; entonces el conjunto es clau- 


surativo para la multiplicación. Las identidades del sistema son 0 y 1. Se obtiene 0 cuando a = 0 y 1 cuando 
a = b. Finalmente, como «€ Z, entonces —a € Z, es decir, —a/2” e X si a/2” e Y. Como el conjunto es 
clausurativo para la suma y el producto, forma un subdominio, por tanto, es un dominio de integridad. 

b) Todo elemento de la forma 2”, m € Z tiene un inverso 1/2” y hay infinidad de ellos. Todo elemento 
de la forma 3"/2”, m, n € Z no tiene inverso porque el denominador debe ser una potencia de 2 y hay infini- 
dad de ellos. 


e En (Z.,,, O, O) considere el subconjunto X= (0, 6). Los cogrupos de 
X son nn XO Xx ¿=POX y Pe X). Para este conjunto defina dos operaciones de la 
siguiente manera: (YO X)* (18 ))=X0 (05) y (X0B0x)-(XO0J)=X0 (0 5). 
Muestre que los cogrupos para las dos operaciones así definidas no forman ni un dominio 
de integridad ni un cuerpo. 


Los cogrupos son: XQ 0=(0,6)=4;X01=(1,7)=8B;X82=f2,8)=C 
XxX03i=(3,9 =D; Xx04= (4, 10) = X05= 15,11) =F. 

Observe que XDÚ=X06,X91=X0?, etc. Este sistema no es ni un dominio de integridad 
ni un cuerpo porque tiene divisores de cero del elemento neutro para la suma, que es el cogrupo A. Por ejem- 


plo, CoD=A y C y D no son iguales a A. 


Característica de un cuerpo 


ds E Se llama orden aditivo de un elemento no nulo de un sistema al menor 
número de. sumados (incluyendo el primero) que se necesita para obtener la identidad. Estu- 
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die los órdenes aditivos de los elementos de los siguientes sistemas: 1. (Z, +, +). 2. (Zg, O, O). 
3. (Z,, 0, 0). 


¡Solución 31 SiazX0 y a€Z, entonces, si se suma a, cualquier número de veces se obtiene 
a4+a+-:+a%0, 


2. Observe que en este caso i¡gigioigiai=0;10102=-0;303=0 40 
49i4=0;596363030303=0. Entonces el orden aditivo de i es 6; el orden aditivo de 2 es 3; 
el orden aditivo de 3 es 2: el orden aditivo de 4 es 3, y el orden aditivo de 3 es 6. 


3. En este caso, todo elemento distinto de cero tiene un orden aditivo igual a 7; porquel9 10910 
igleioioi=0;20210202020202=0;...; etc. 


. 
Nota. Si no es posible obtener el elemento neutro para la suma al sumar un elemento un número finito 
de veces, decimos que el orden del elemento es 0. 


Paz 
Problen Si (F, +. +) es un cuerpo, entonces el orden aditivo de todos los elemen- 
tos distinto de cero es el mismo. 


() representa la segunda operación del cuerpo y (Xx) la multiplicación de un elemento 
de F por un entero positivo. Suponga que a 4 0, a € F y que el orden aditivo de a es m, es decir. n x a = 0, 
Se debe mostrar que si be F y b + 0, entonces n x b= 0, En efecto, 

nx(la:b)=(nxa):b 


b 


También 


nx (a-b)=nx (b-a) 
= (nx b)-2 


Por tanto, (1 x hb): a = 0. Pero como a + 0 y (F, +, +) es un cuerpo, entonces n x h= 0. 


= Definición. Si (F, +, *) es un cuerpo y si existe un entero » tal que 
n-a=0 para cada ae F, a + 0, entonces el mínimo entero k se llama la característica del 
cuerpo. Si no existe tal entero k, se dice que la característica del cuerpo es 0, Si (F, +, +) es 
un cuerpo de característica n, entonces n es un número primo. 


dis 

Sm? Como »n es un entero positivo, n es primo o un número compuesto. (Demostración por el 
contrarreciproco.) Suponga que » es compuesto y, por consiguiente, existen enteros r y s tales que l <r < nm, 
1<s<nyn= rs. Vamos a ver que esta hipótesis lleva a una contradicción. Si a es un elemento de S, dis- 
tinto de cero, entonces 0 = nm x a = (rs) x a. Entonces (rs) x a =r x (sx a)=0. Como a+ 0 y s 
es un entero mayor que 1 y menor que n, s x a es un elemento no nulo de F. Si s x a = 0, no es verdad 
que n es el orden aditivo de a. Pero las proposiciones r x (s x a)=0 y s x a + 0 implican que el orden 
aditivo de s x a y, por consiguiente, la característica de F es r o un entero menor que r. Como r < n, esto 
contradice la hipótesis de que 1 es compuesto. Entonces la hipótesis de que n es compuesto condujo a una 
contradicción. Por tanto, » es un número primo. 
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Problema 8-91 Determine el orden aditivo de los elementos distintos de cero de los si- 
guientes anillos: 1, (Z,, 9, O). 2. (Zg, O, O). 3. (Zro, O, O). 4. (Zy3, O, O). 5. (Zr2, O, O). 
6.(Z,+,:).7.((a+b,/2:a,b€Z), +, :).8. (la +b/2:a,b€Q), +, -). 


Solución * 1. Todos los elementos distintos de cero son de orden 7. 

2. Los elementos 1, 3, 35 y 7 son de orden 8. Los elementos 2 y 6 son de orden 4. El elemento 4 es 
de orden 2. 

3. Los elementos 1, 3, 7 y 9 son de orden 10. Los elementos 2, 4, 6 y $ son de orden 5. El elemen- 
to 5 es de orden 2. 

4. Todos los elementos distintos de cero son de orden 13. 

5. Los elementos 1, 3, 7 y 1'1 son de orden 12. Los elementos 2 y 10 son de orden 6. Los elementos 
3 y 9 son de orden 4. Los elementos 4 y $ son de orden 3. El elemento 6 es de orden 2. 

6. El orden aditivo de cada elemento distinto de cero es 0. 

7. Todo elemento es de orden O porque no existe un entero positivo » tal que n + a = 0 para cualquier 
elemento distinto de cero del conjunto. 

8. Todo elemento distinto de cero es de orden 0. 


Problema 8-92 Sea F un cuerpo con 4 elementos. Explique por qué la característica 
de F debe ser un número primo, 


Por el Problema 8-90 sabemos que la característica de F es un número primo. Sea p la ca- 
racterística de FyF= (0, 1, a, b;. Ahora p = 20 p = 3 porque 2 y 3 son los únicos números primos me- 
nores que 4. A continuación empleamos el método de demostración por el contrarrecíproco para mostrar 
que p = 2. Entonces suponga que p = 3. Esto implica quea + a+a=0,b+b+b=0y1+1+1=0. 
Empleando estos datos se obtiene que la tabla para la suma de F es la 8-53. 


Tabla 8-53 Tabla 8-54 


Existen tres posibilidades para 1 + 1. La primera es 1 + 1=a. Entonces, como 1+1+1=0, 
a + 1=0, Según la Tabla 8-53, la única posibilidad para b + 1 es b, puesto que ninguna columna o fila 
puede tener dos elementos iguales. Esto es una contradicción porque 1 no es el elemento neutro para la suma 
en F. Análogamente, si 1 + 1 = bh, entonces de 1 + 1 +1 =0 se obtiene b— 1 = 0, lo cual implica que 
a+1=a. (Vea la Tabla 8-54.) 

De nuevo se encuentra la misma contradicción, que 1 no es el elemento neutro para la suma. Finalmente, 
si 1 + 1=0, entonces de 1 + 1 + 1=0 se tiene que 0 + 1 = 0, contradicción. Entonces no es verdad 
que p= 3 y, por tanto, p = 2. 
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¡Problema 8-93) Halle la PTA de los siguientes cuerpos: 1. (Zs, O, O). 2. (Q, 


.(a+b/2:a,bEQ), +,:).4.(R, +,:).5. (Z,1, 0, O). 6. (lá +4/3:a€Zs), +.) 


hai Y dd Te (6+5/3)=(405) + (a 


003.7. (lá /5:aeZ,), +. -) con (4/5) + (6/5) = (49 5/5 y (á,/5)- (6/5) = 
(¿0 5/5. 


== L La característica de (Zs, O, O) es 5 porque 5:á = Ú para cada áeZs. 

2. La característica del cuerpo es O porque no existe un entero positivo n tal que 1 - a = 0 para cual- 
quier elemento distinto de cero del conjunto. 

3. Según el Problema 8-92, la característica es 0. 

4. La caracteristica del cuerpo es 0. 

5. La característica de (Z,,, 8, O) es 11 porque 11-á= Ú para cada ¿eZ. 

6. La característica del cuerpo es 3. 

7. La característica del cuerpo es 7. 


1. Si (F, +, +) es un cuerpo de característica p, p un primo y con e 
como elemento neutro para la multiplicación, entonces el subgrupo aditivo ((n x e: neZj.+) 
es isomorfo al grupo de los enteros módulo p para la suma. 2. Si la característica de F es 0, en- 
tonces el subgrupo aditivo ((n x e : ne Zj, +) es isomorfo al grupo de los enteros para la 
suma. 


- Solución 1. Vamos a mostrar que el subgrupo aditivo generado por e tiene exactamente p elemen- 
tos, es decir, los elementos p x e, 1 x e,2 x e.... (p — 1) x e. Si los elementos no son distintos, enton- 
ces existen dos elementos del conjunto, digamos m x eyn x e.,conl<mz<p.1<n<pym> n tales 
que mxe=nxXxe. Pero la igualdad mx e=n x e implica que (mx e) — (n x e) =0, es decir, 
(m — n) x e =0. Pero como 0 < m — n < p, esto quiere decir que m — n, o cualquier número positivo 
menor que mm — n y no p, seria la característica de (F. +, -). Contrario al hecho de que p es la característica 
de (F, +, +). Por consiguiente, los p elementos son distintos. 

No hay más de p elementos en el subgrupo. Suponga que k es un entero arbitrario. Vamos a ver que 
k x e está contenido entre los p elementos. Por el algoritmo de la división, k = gp + rcon0 < r < p. Enton- 
ces kx e=(qp +51) xe= ((qp) x e) + (rx e lax(pxe)+(rxe)=(q9x0)+ (rxe)=0+ 
rxe=rxe. (px e=0 porque p es la característica del cuerpo.) 

Como r < p, el elemento r x e =k x e está en la lista: px e,1xe,2x€,...,(p — 1) x e. Por 
consiguiente, no hay más de p elementos distinto en el conjunto |» x e: ne Zj. Entonces 


[nx e: neZ)=ipxe,1xe,2xe,..., (p-1)x ej 
La aplicación definida por pxe.1xe,2xe,3xe,..., (p=1)xe 
O O 1 
0 i 2 3 a 
es un isomorfismo de [px e,1xe,2x€,..., (p-1)x e) sobre (0. 1,2,3,....p— Th 


La aplicación f(n x e) = n es una biyección porque si m y n son elementos del codominio de fm = 2 
sim=n=0;m=n=0ssi (m—n2n)xe=0ssi (mx e) — (nx e) =0ssimxe=nx e. Enton- 
ces m =nssim x e =n x e. Esto significa que f es inyectiva. Como cada » e Z es la imagen del elemento 
nx e en el dominio de f. esto muestra que es sobreyectiva. 

Como fín x e) + fimx e) =m+n=f((n +m) x e)= f((n x< e) + lm + e)) esto muestra que 
f es un isomorfismo. 

2. Se deja al lector la demostración de esta parte; es la misma, excepto algunos pequeños cambios. 
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ts = Para un dominio de integridad (D, +, -) se define (a + b)Y = 
(a EN b)- E +b) y la + bYP = (a + b)- (a + b)- (a + b) para cada a, be D. Muestre que 
si la característica del dominio es 2, (a + b? = a? + b?. 


p Solución | 2 Por definición, (a + b)? = (a + 5): (a + b) = a? + 2ab + b?, según las propiedades de 
un dominio de integridad. ab e D porque D es clausurativo para la multiplicación. Como la característica 
del dominio es 2, para cualquier elemento ab€ D, ab + ab =0 o 2ab = 0. Entonces (a + bh? = a? + 
2ab + 6? =a? + b?. 


Subcuerpos 


Problema 8-96 Si (F, +, :) es un cuerpo y T un subconjunto no vacio de F, entonces 
(T, +, +) es un subcuerpo de (F, +, *) si, y solamente si, se verifican las siguientes condiciones: 
1. Para cada a,beT,a—beT. 2. Para cada a, be T, con b4 0,ab e T. 


SA ero uponga/que el sistemá (7) +, oJ/esun súbeuerpo y muestre: quellasidos condi 
ciones del teorema se verifican. En efecto, 


Ll a beT hipótesis 
=beT existencia del opuesto 
a+(-b)=a-beT clausurativa de la suma. 

2. a beT,b40 hipótesis 
bDreT existencia del inverso 
a-bieT clausurativa de la multiplicación. 


Ahora supongamos que se verifican las dos condiciones, y basados en esto vamos a mostrar que se ve- 
rifican los axiomas que definen un cuerpo. 

En el Problema 8-57 se mostró que la propiedad clausurativa de la resta implica las cinco propiedades 
de anillo conmutativo para la suma. Los Axiomas 7, 8 y 10 se verifican en (T, +, +) porque T es un subcon- 
junto de F. 

Existencia de elemento neutro para la multiplicación. La unidad multiplicativa e de Festá en T.Siac T,a +0, 
entonces a - a”! e T por la condición 2 de la hipótesis. Como a+ a”? = e, entonces es T.SibeT,b40 
según la condición 2, e-b"*€eT, y como e-b7* =b7*, entonces b7*e T. 

Existencia del inverso. La condición 2 de la hipótesis implica que la multiplicación es clausurativa. Sean 


a, be T. Sib +40, entonces b7*€7, y a: (b7!)* =a-be7 por la condición 2. Por otra parte, si b= 0, 
entonces a:b=a-+0=0, Como 0e 7, entonces T es clausurativo para la multiplicación. 


S , Si F es un cuerpo y (4, +, +) y (B, +, +) subcuerpos de F, pruebe que 
(AN B, +, *) es un subcuerpo de F. 


Solución Como (4, +, -) y (B, +, :) son subcuerpos de F, 4 CC Fy BC F. Entonces AM BC F. 
Sea a, be A (1 B; entonces a, be A y a,be B. Como (4, +, -) es un subcuerpo de F, A es clausurativo 
para la resta, es decir, a — be A. Similarmente, a — be B. Entonces a — be A (NM B. Es decir, A(1B es 
clausurativo para la resta. 

Sea a, be AMB, b E 0. Entonces a, be A y a, be B. Como (A, +,-) y (B, +, *) son subcuerpos, 
entonces a:b"*e A y a-b7!€B. Por tanto, a:b"*€ A (1 B y, por consiguiente, A (7 B es clausurativo 
para la multiplicación. Entonces (4 (7 B, +, +) es un subcuerpo. 
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¡Problema 8-98 Suponga que (a+bi:a, beR e ?= —1) es un cuerpo para la suma 
y la multiplicación. ¿Cuáles de los siguientes subconjuntos de números complejos son sub- 
cuerpos de los números complejos? 


l.(x:xeZ,x>0).2. (a+b,/2:a,b€Q). 3. (a +b/5:a,beZ). 4. (x:xcQy 
xéZ).5S.(x:xeRyxgQ).6. (a+bi:a,beZ,¡?=-—1).7. (a+ bi:a,beQ, 1? = -—1). 


8. (a+b/31:a,beR, 1? =-1). 9. (a+by/3i:a,beQ,P=-—1). 10. (a+ 0/2: a, 
beR, ? =-1) 


Solución | 

Inverso. 

2. Este conjunto forma un subcuerpo. 

3. Este conjunto forma un subcuerpo. 

4. Este conjunto no forma un subcuerpo porque no verifica las propiedades clausurativas para la 
suma y la multiplicación. 

5. Este conjunto no forma un subcuerpo porque no es clausurativo para la multiplicación. 

6, 7, 8, 9, son subcuerpos. 

10. Este subconjunto no forma un subcuerpo porque la multiplicación no es clausurativa. 


No es un subcuerpo, porque no es clausurativo para la resta; ni los elementos tienen 


Problema 8-99 Definición. Si (F, +,+*) es un cuerpo y si (P, +, -) es un subcuerpo, 
que es la intersección de todos los subcuerpos de (F, +, +), entonces (P, +, *) se llama el sub- 
cuerpo primo de (F, +, +). Halle los subcuerpos primos de cada uno de los siguientes cuerpos: 


1. (Q, +, ).2. (R, +,:).3. ((a+bi:a,beQ e? =-—1), +,:).4. ((á + 4/3 :a6 
Za), +,>) con (á + 4/3) + (6+5//3)= (405) + (19 5)/3 y (á + 4/3)-(6 + 5/3) = 
(106)+ (405)1/3. 5. ((á/5:4eZ,), O, O) con (4/5) + (6/5) = (a 0 5/5 y 
(a/5)- (6,/5) = (4 O B)y/5. 


JOCAR 1. (0, +, :) es elsibeserpo primo de (0, +“). Para ver esto, observe que el Subcuerpo 
primo del cuerpo de los números racionales debe contener el número 1. Pero el orden aditivo de 1 es cero, 
entonces la característica del cuerpo de los números racionales es 0. Como se demostrará en el Problema 8-102, 
el subcuerpo primo de (Q, +, +) es isomorfo a los números racionales y, por consiguiente, es el cuerpo de los 
números racionales, porque Q C Q. En otras palabras, (Q, +, *) es el cuerpo más pequeño que contiene 
a 1 y es isomorfo al cuerpo de los números racionales. 

2. El subcuerpo primo de (R, +, *) es (Q, +, +). Observe que el subcuerpo primo de los números 
reales debe contener el número 1. Como el orden aditivo de 1 es 0, la característica del cuerpo de los núme- 
ros reales es cero. Como se demostrará, el subcuerpo primo del cuerpo de los números reales es isomorfo 
al cuerpo de los números racionales, puesto que Q CR. En otras palabras, (Q, +, -) es el cuerpo más pe- 
queño que contiene a 1 y es isomorfo a los números racionales. 

3. El subcuerpo primo de (ía + bi:a,beQeB? = —1), +,-) es (Q, +, -). 

4. El subcuerpo primo de ((á + a/3 : 46 Za), O, O) debe contener el número 1 + dy. Como 
(1+0/3) + (1 +0/3) + (1 + 0/3) = Ú, la característica del cuerpo es 3. Entonces, como se mos- 
trará en el Problema 8-101, el subcuerpo primo es ((nx e: 1<n<3).+,-), cone=1+4+0/3= 1 
Pero n x 1 para 1<n<3 es el conjunto (0, 1, 2). 

5. Por un razonamiento análogo al del caso anterior el subcuerpo primo es ((n xe:1<n<7,+,+) 
cone=1+0/5=1. Pero nx 1 para 1<1<7 es el conjunto (0, 1,2, 3,4, 5,6). 


; ps Construya la tabla de multiplicación y adición para el Problema 8-92. 
Mnestrs:a que 168 elementos de F que no pertenecen al subcuerpo primo, verifican la relación 
xx=a+lox:x-x:-1=0, 
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Solución Como la característica de Fes 2,a+a=0,b+b=0 y 1+1=0. Según la tabla, 
a+l=ao0a+1=b. 


Tabla 8-55 Tabla 8-56 


Ahora, a + | = a no puede ser verdadera porque 1 no es el elemento neutro para la suma. Entonces 
a + 1= b. Agregando este dato a la tabla, los demás elementos encerrados en un cuadro son consecuencia 
de lo anterior. Para la tabla de multiplicación observe quea:a=a+loa:a=a—= 0 y según la tabla 
de la suma, b=«a + 1. Entonces a:a=a+10a:a-a-—1=0, Además, b-b=a=b+ 1 y, por 
tanto, b:b— b— 1 =0. Esto muestra que los elementos de F que no pertenecen al subcuerpo primo ve- 
rifican la relación dada. 


Problema 8-101 Si (F, +, +) es un cuerpo de característica p, p número primo, enton- 
ces el subcuerpo primo P del cuerpo Fes ((n x e: 1<m+< pj, +, +). El subcuerpo primo 
es isomorfo al cuerpo de los enteros módulos p. 


huci 5 eel 
Solución e € P. Como todo subcuerpo es clausurativo para la resta y la multiplicación, debe tener 


todos los múltiplos enteros de e. Entonces (nx e:1<n<p)CP. 

Ya se mostró que para un cuerpo de característica p, los elementos de (nx e:1<n<p)=pxe, 
1xe2x.e, (p — 1) x ej son distintos y todo múltiplo entero de e es un elemento de este conjunto. 
Este conjunto es el subgrupo aditivo generado por e. 


Ahora se va a mostrar que (n x e: 1 < n < pj es el subcuerpo primo P. Es decir, hay que mostrar 
que se verifican los once axiomas que definen un cuerpo. Las propiedades 1 a 5 se verificaron en el Proble- 
ma 8-94, donde se mostró que es un subgrupo para la suma. 


Clausurativa de la multiplicación. Sean m x e y n x e elementos arbitrarios de P tales que 1 <m<p 
y 1 < ns p. Según el algoritmo de la división, el producto m - n se puede escribir como q + p + r con 
0 < r < p. El producto de dos elementos de P es (mx e): (nx e)=(m-n) x (e-e)= (mn) xe= 
a p+r)xe=((q:pxe+(rxe)=(qx0)+(rxe)=0+ (rxe)=rxecon0<r<p. 

Entonces (m x e): (n x e) =r x e. Como 0 < r < p, el elemento r x ee P, lo cual muestra que 
se verifica la propiedad clausurativa. 


Existencia del inverso. Como p x e = 0, entonces m < p. Como p es primo y m < p, entonces m y p son 
primos relativos. Por una propiedad de los enteros, existen enteros a y b tales que am + bp = 1. Si a es un 
elemento del conjunto (1,2, 3,.... p — 1), escoja a a como el n pedido para que n x e sea el inverso de 
mx e. Sia no está en este conjunto es congruente módulo p a un elemento » del conjunto. Es decir, a = m 
módulo p. 

Si a = n módulo p, entonces a — n = kp,on 
para que verifique una de las condiciones siguient 


— kp. Así, escoja a n del conjunto (1,2, ...,p— 1) 


Lom=1-=bp. 2. a — kp, con am + bp = 1 
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En cualquier caso, n x e es el inverso de m x e. En efecto, si nm = 1 — bp, entonces 


(nx e)- (mx e)= (nm) x e=(1—bp)xe=(1 x e) — (bp x e)=e— (bx (p x e) 
=e-(bx0)=e 


Para el segundo caso, (nx e): (mx e)= (nm) x e = (la — kp):m) x e= (am — kpm) x e = 
((1 — bp) — kpm) x e = (1 x e) — (bx (p x e)) — (km x (p x e) =e-— (bx 0)— (km x 0) = 

Se deja al lector mostrar que la correspondencia m x e +» mí, con 1 < m< p, es una biyección de P 
sobre Zp que conserva las operaciones. 


Problema 8-102 Si (F, +, +) es un cuerpo cuya característica es 0, entonces el sub- 
cuerpo primo P es isomorfo al cuerpo de los números racionales. 


Solución El cuerpo más pequeño P debe contener a e y los múltiplos enteros de e. Entonces 
-2xe,-1xe,0xe,1xe,2xe,...) C P. En el Problema 8-101 se mostró que el subgrupo 
¡divo generado por e es isomorfo a los enteros. Es necesario determinar el subcuerpo más pequeño que 
contenga este conjunto, Para cada elemento m x ee P y distinto de cero debe existir un inverso de dicho 


| á á dl 4 
elemento en P que se escribe — x e. Como P es clausurativo para la multiplicación, contiene elementos 
m 
1 d deso de 
de la forma n x e (— x e). Si se emplea la notación — x e para tales productos, entonces es fácil esta- 
m m 


n 
blecer que el sistema fe xezn.meZlym+ oh. +, ) es un cuerpo. Como P debe contener tales pro- 
m 


ductos y ser el subcuerpo más pequeño, entonces P es precisamente el conjunto 
n 
E xeinmeZ y mo) 
m 


4 s e: á A 
Se deja al lector verificar que la correspondencia — + — x e es un isomorfismo entre el cuerpo de los nú- 
mom 


meros racionales Q y el cuerpo P. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


99. Calcule las siguientes expresiones en C,3: 
a) 1/3; b) 2/5; e) (12Y; d) 1/2 + 1/3. Resp. a) 9: b) 3; c) 1; d) 3. 


100. Muestre que 1 y p — 1 son los únicos elementos del cuerpo C,, que son sus propios inversos mul- 
tiplicativos. 


Indicación. (2 — 1) =(x— Mx +1). Si (17 — 1)=0=> (1 — lx + 1)=0 y como estamos 
en un dominio de integridad, no existen divisores de cero; por tanto, se debe tener que x — | = 
ox+1=0. As, x=lox=-—1=p-1l 


101. Determinar todos los subcuerpos del cuerpo de! problema 8-100. 


102. Suponga que [ atbi, q beR,i? =-1jes un cuerpo para la adición y multiplicación de reales. 
¿Cuáles de los siguientes conjuntos de números complejos son sub cuerpos de los números com- 
plejos? 

a): [x:xeZy x>0);b) ( atbyV2,a,beQ); e) ¡x:xeQyxEZ | d) latbi a beZeR= 
e): ' atoy/3i ab, eQel? =- 1) 
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103. Halle el subcuerpo primo de los siguientes cuerpos: 
a) (Q.+.); b) (R,+, -J; e) (latbira,beQ eP=-1),+,.) 


104. Sea K=/x,y). sobre K se definen las siguientes operaciones + y . dadas por las tablas: 


En 


» mle 
O 


y 
x 


< nx 


x x 
Y y 
1? Probar que (K,+, .) es un cuerpo. 

22 Encontrar un isomorfismo entre este cuerpo y Za. 


105. Sea E=|x:a+b,/2, a, be Q) CR. Demuestre que £ es un cuerpo. Este cuerpo se llama exten- 
sión de Q por ,/2, es decir, Q CE=Q(/2) CR. 


106. Por analogía con el ejercicio anterior, muestre que la extensión del cuerpo de los reales por 
¡= /-1 es el cuerpo de los números complejos. C = R(í). ¿Cuál es la diferencia fundamental 
entre los Ejercicios 102 y 103? 


107. Considere las estructuras E = [x=a+ bra, a,beZ¡ CQ 
F=ix=a+b?, a, beZ,neNjCQ 


con las operaciones de + y (+) en Q. Compare con los resultados de los Ejercicios 105 y 106. 


ESPACIO VECTORIAL 


Sea (F, +, :) un cuerpo conmutativo con elemento unidad e y V el conjunto de los elemen- 
tos y, T, ...., en los cuales se define una ley de composición interna simbolizada +, y una 
ley de composición externa, aplicación de F x V en V, simbolizada (-). 


Definición. Se dice que el conjunto Y tiene una estructura de espacio vectorial sobre el cuer- 
po FÉ si: 

1. (Y, +) es un grupo conmutativo (el elemento neutro se escribe 0). 

2. La aplicación («, u) > au verifica los siguientes axiomas: 


Axioma a) VaeF-V(ú,T)eV?:a- (0 +T)=a-d+a:0  Distributiva. 
Axioma b) Vía, B)e F?, Vi € V: (a+ fjJú =a:ú + B-ú AN 7 
Axioma c) Vía, P)e F?, Vi e Die Asociatividad mixta. 


Axioma d) Vu eV: e- Elemento neutro. 


Los elementos de V se llaman vectores; los de F, escalares u operadores. La ley + se llama 
la adición vectorial y (+) la multiplicación de un vector por un escalar. 


Ejemplo Los vectores de la geometría elemental forman un espacio vectorial sobre el 
cuerpo de los números reales. 


Ejemplo Todo cuerpo es un espacio vectorial sobre sí mismo. 


Ejemplo Los polinomios con coeficientes reales forman un espacio vectorial sobreR. 
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Propiedades fundamentales 
Teorema 1. En todo espacio vectorial sobre un cuerpo F, Va e F, a: 0= 0. 
Demostración. Aplicando el Axioma a) al vector O y al vector 7: 

acú=a (4 +0)=x23: 4 +a-0 
Como (Y, +) es un grupo, entonces todo elemento es regular para la ley +. Portanto 
a:0=0. 
Teorema 2. En un espacio vectorial V, Vie V,0-u = 0. 


Demostración. Aplicando el Axioma b) a los escalares O y x: 


ad =(a+0)u=0au+0:4=>0:'4=0 


Teorema 3. En todo espacio vectorial sobre un cuerpo F, a+ =0=>x2=00 = 0. 


Demostración. Sea a: uy = 0. 


, la conclusión se verifica. 


=0 
+ 0, el inverso de x existe qu”? Ls 


y a Ma 7) = a 


Definición. Un subconjunto V' de Y que tenga la estructura de espacio vectorial sobre el 
cuerpo FF se llama subespacio vectorial de V. 


Definición. Una aplicación f de un espacio vectorial Y sobre F, en un espacio vectorial Y” 
sobre F, es un homomorfismo de espacios vectoriales o aplicación lineal si 


Ll Vu, t)je Vx Vo flud + T)= fu) + (5). 

2. WueF.VieV: fía-u)=au- f(ú). 

La condición 1 dice que f es un homomorfismo del grupo (V, +) en (V' +). 

La condición 2 dice que f es compatible con la ley de composición externa. 

El núcleo de una aplicación lineal f de V en V' es la imagen recíproca f”*(0) del elemen- 
to neutro de V”. d 


CAPITULO S) 


Estructuras de orden 
Cardinal de un conjunto. 


En el capítulo 6 se estudiaron las relaciones de orden parcial y total, así como los cle- 
mentos notables que pueden o no existir en un conjunto ordenado. 

En los capítulos 7 y 8 se caracterizaron los conjuntos dotados de una (o varias) leyes de 
composición; definiendo las estructuras de grupo, anillo, cuerpo y espacio vectorial. En 
este capítulo vamos a recordar de nuevo, las definiciones de los elementos notables, que 
pueden existir o no, en un conjunto ordenado y después caracterizar las propiedades de 
un conjunto dotado de una relación de orden, definiendo las estructuras de orden. 

Ilustraremos estos conceptos estudiando la relación de orden < en el conjunto N de 
los naturales y compararemos los conjuntos Z, Q R ordenados por la relación <. 

Para terminar mostraremos como el concepto de biyección nos lleva al de número 
cardinal y el concepto de inyección nos permite definir una relación de orden entre nú- 
meros cardinales. Con el fin de tener una idea precisa de lo que es el número de elemen- 
tos de un conjunto haremos una distinción entre los conjuntos finitos e infinitos. 

Identificarémos el conjunto de los cardinales de los conjuntos finitos con el conjun- 
to N de los enteros naturales. 


CONJUNTOS ORDENADOS 
Partes notables 


Sea E un conjunto ordenado por una relación escrita <. Sean a y b dos elementos de E 
tales que a< b. 


Definición. El segmento o intervalo cerrado, a, b, es el conjunto de los clementos x de E 
tales que a< x y x < b. Se escribe ( a,b]. 
[a,b] =(x;xeE,a<x<b'j 
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El intervalo abierto, a, b, es el conjunto de los elementos x de £ tales que: 4<xyb<x, 
con x %a y x% b. Se escribe ] a,b[. 

Jab[=ix:a<x<b, x+*a yx*b; 


Elementos notables 


Sea A un subconjunto del conjunto £ ordenado por la relación <. 
Definición. El elemento m es un mayorante de A si: 


meE y xeA,Vx<m. 


Si el conjunto M de los mayorantes de A no es vacio, se dice que el subconjunto 4 es ma- 
yorado. 
El elemento m' es un minorante de A si: 


meA yy xeA, m<x. 


Si el conjunto M' de los minorantes de A no es vacío, se dice que el subconjunto A es mi- 
norado. 
El elemento g es el elemento máximo de A si: 


geA y  xedA, x<g 


El elemento p es el elemento mínimo de A si: 
peA y Vxed, p<x. 


El elemento s es el extremo superior de A si s es el elemento mínimo del conjunto M de 
los mayorantes de A. 


El elemento ¿ es el extremo inferior de A sii es el elemento máximo del conjunto M' de 
las minorantes de A. 


Propiedades S 
1. Si el subconjunto A tiene un elemento máximo g, este elemento es único. 
En efecto, si g' es también elemento máximo de A: 


(ge<g yg <g)= g =8 

2. Si A tiene un elemento mínimo, es único. Por consiguiente, si el extremo supe- 
rior (o inferior) de A, existe, es Único. 

3. Si A tiene un elemento máximo g, entonces g es el extremo superior de A. 
En efecto: g es un mayorante de A porque V xeA4, x<g; además sim es un mayorante de 
A, entonces: ge A implica g<m. Por tanto g es el elemento mínimo del conjunto de los 
mayorantes. 


Ejemplo. En N* ordenado por la relación | (divide a ), el subconjunto 4 = | 4,8,12 | tie- 
ne por conjunto de mayorantes a: 
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M=148,96,144,..., K.48,...) . y por conjunto de minorantes a M=(1,2,4). A no 
tiene elemento máximo pero tiene extremo superior que es 48. El elemento mínimo de 
A es 4 porque: (41 4,4 | 8,4 | 12) y además es el extremo inferior de A. 


Definición. u es un elemento minimal de A si u e A y si no existe elemento x de A, di- 
ferente de u tal que x < u. En forma similar se define elemento maximal. 


Ejemplo. En el conjunto N*— (1) , ordenado por la relación |, (divide a ), todos los nú- 
meros primos son elementos minimales. 


Estructuras Notables 


Cadenas 
Definición. Una cadena es una parte totalmente ordenada de un conjunto ordenado. 


Ejemplo 9-1. N dotado de la relación < es una cadena. 


Retículo 


Definición. Se llama red o retículo todo conjunto ordenado 7 tal que, para toda pareja de 
elementos de 7, existe un extremo superior y un extremo inferior. El extremo superior de (x, y] 
se designa por x v y y el inferior por x a y, que se leen «x sup y» y «x inf y». 


Ejemplo 9-2. En el conjunto de partes de un conjunto £ considere la relación de inclusión C; 
sean A y B dos elementos de (E). 

El subconjunto (4. B) de GP(E) tiene un extremo superior, que es Al) B, porque 
ACAUB y BCAUB, es decir, AU B es un mayorante de (4, B). 

Si M es un mayorante de (4, B], entonces (ACM y BCM)>AUBCM. 

De la misma manera se muestra que (4, B) tiene un extremo inferior, que es A ( B. 
Asi, todo subconjunto de dos elementos de (P(£) tiene un extremo superior y uno inferior. 
Por tanto, es un retículo. 


Ejemplo 9-3. El conjunto N*, ordenado por la relación «divide a» es un retículo tal que 


x v y es el mínimo común múltiplo de x y y 
x A y es el máximo común divisor de x y y 


Simplejos 


Se mostró que el conjunto P(£) es. un retículo para la relación de inclusión. Si el conjunto E 
es finito, se da la siguiente definición: 


Definición. Se llama simplejo S, de un conjunto E,, finito, con n elementos, al retículo 
(P(E,), C), es decir, la estructura definida por la inclusión en el conjunto O(£,). 


La siguiente figura representa el simplejo S¿ de un conjunto con 4 elementos. Cada seg- 
mento ascendente une un subconjunto £,, situado en el nivel p, a un subconjunto Ep +1, Situado 
en el nivel p + 1, que traduce la inclusión de E, en E, ,. 
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fa.b.c.d) 


Figura 9-1 


Véase la Figura 9-1 en sentido ascendente: 


las rectas punteadas (... ....)indican que se agrega el elemento a 
las rectas indican que se agrega el elemento bh 
las rectas — indican que se agrega el elemento € 
las rectas ————————— indican que se agrega el elemento d 


N ordenado por la relación < 


Definición. Dados los naturales x y y, se dice que x es inferior o igual a y si existe un natu- 
ral u tal que x+u= y. 
Entonces 


x<yodueN:ix+u= 


La relación recíproca se lee «y es mayor o igual que x», y se escribe y > x. En caso de 
que no se cumpla la igualdad se dice que la desigualdad es estricta. 
Entonces 


x<yoldueN:x+u=y 
Teorema 1. En el conjunto de los naturales N, la relación < es una relación de orden. 


Demostración. En efecto, la relación es reflexiva porque para todo xdeN,x+0=x=>x< x. 
Es transitiva porque cualesquiera que sean los naturales x, y. z, six < y y y < 2, existen na- 
turales u y y tales quex+u=yyy+0=2 
Sumando se encuentra que x + (u +.) = 7 y, por tanto, x < z, 
Es antisimétrica porque si x < y y y < x, existen naturales u y v tales que x +u= y 
y y + tU = x. Al sumar se encuentra que u + y = 0, lo cual implica en N que u = v = 0, es 


decir, x = y. 


Teorema 2. a) En (N, <), cero es el elemento mínimo. 6) En N no existe elemento máximo 
c) El orden definido por la relación < en N es un orden total. En otras palabras, la estructura 
(N <) es una cadena, es decir, 


V(x, y) e N?, x<y o y<x 
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Demostración.c)Sea y un natural cualquiera. Sea 4 el conjunto de los naturales compara- 
bles con y 
4 =(x: xeN y x es comparable con y) 


0€ A (por tanto, Vye N, 0 < y). 
Si ne A, enionces y <n 0 n< y. 


Siy<n: duen tal que y +u=n y y +4u+1l=mn3+ l; por consiguiente, y<n +1 y 
n + 16 4.Si no. n < y (puesto que 1 = y entra en el caso anterior y n y y son comparables 
por hipótesis). Entonces existe r e N* tal que y + v = nm. Por tanto, existe v — ly n+uw-=- 
(1 +1) + (v — 1) (por consiguiente, n + — 1 tiene por siguiente a n+vo (r—=1)+ 
(n + 1). 


De donde (n+1)+(v—1)=yyn+1<y. 


En los dos casos, ne A => 1 + 1 € 4. Por tanto, 4 = N, es decir, los elementos cualesquie- 
ra de N son comparables. Esto muestra que N es una cadena para la relación < y, por con- 
siguiente, un retículo. 

Cualquiera que sea la pareja [a, 6] de elementos de N, existen un elemento máximo de 
fa, b| que se escribe max (a, b; y un mínimo de (a, bj que se escribe min (a, bj. Además, 
max (a, hb) y min (a, b) son extremo superior e inferior de fa. b). 


Nota 1. Sia< b, como a< a, min ja, b) =a y max [a, hb] = b. 
Nota 2. Sia,b,ceN 


| max [a, min (a, b)] = a; min [a, max (a. b)] = a 
y + max [a, min (5, c)] = max [min fa, b), min fa, c)] 
| min [a, max (0, c]] = min [max (a, 6), max la, c)] 


es decir, las leyes de composición interna max y min son distributivas la una con respecto a 
Ja otra. Se demuestra por disyunción de los casos. Se dice que el retículo (N, <) es distributivo. 


Relaciones de orden y operaciones en N 


Teorema. En N, la relación < es compatible con la ley +, es decir. 
VWeN xs yox+z<y+2 


Demostración. La igualdad x+u=y=>(x+4u)+2=y-+2z y según la ley asociativa 
(x+2)+U4=)Y +2; por tanto, x+2<y+2. 


Nota. En N la desigualdad < es compatible con la ley +, pero no compatible con la ley (+). 
porque x < y no implica que 0 + x < 0- y. En N*, la relación < es compatible con la ley (+). 


TIPOS DE ORDEN TOTAL 


Orden discreto 


Se sabe que (N, <) es una cadena. Si a y b son dos enteros naturales distintos, entonces 


a<b o b<a 
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Suponga que a < b y considere el intervalo abierto Ja, b[. Si h = a + 1, el intervalo es vacío. 
Sib > a + 1, el intervalo Ja, b[ es un conjunto finito. 


Definición. En un conjunto totalmente ordenado, el orden es discreto si existen intervalos 
abiertos (con extremos distintos) vacíos, o lo que es equivalente, si todo intervalo abierto es 
un conjunto finito. 


Ejemplo 9-4. En N, el intervalo Jn, n + 1[ es vacio. 


Orden denso 


En el conjunto Q de los racionales ordenados por la relación <, entre dos racionales distintos, 
existe siempre un racional (en realidad infinitos). Esto muestra que el orden de la cadena (Q, <) 
no es un orden discreto. En este tipo de orden es posible intercalar una infinidad de elemen- 
tos entre dos elementos distintos. Esta misma propiedad la tienen los reales para la relación <. 


Definición. En un conjunto totalmente ordenado se dice que el orden es divisible si ningún 
intervalo abierto (con extremos distintos) es vacío. 


Ejemplo 9-5. En las cadenas (Q, <). (R. <) el orden es divisible, 


En N, toda parte mayorada tiene un máximo. Esta propiedad no es válida en Q; por ejem- 
plo, si A es la parte del conjunto de los racionales cuyo cuadrado es inferior a 2, es mayorada, 
pero no tiene elemento máximo. 


En R, conjunto de los reales, el conjunto'B de los reales estrictamente positivos es mino- 
rado, pero no tiene elemento minimo. En el primer caso, A no tiene elemento minimo, es decir, 
A no tiene extremo superior (supremum). En el segundo caso, B admite un extremo inferior 
(infimum). De donde la siguiente: 


Definición. En un conjunto totalmente ordenado el orden se dice que es continuo si toda 
parte mayorada admite un extremo superior. 


Ejemplo 9-6. En la cadena (Q, <) el orden no es continuo, pero en la cadena (R, <) sí lo es. 


Números cardinales 

Definición. Dos conjuntos A y B se dice que son equipotentes si existe una biyección f de 
A sobre B y se nota Aeq B. 

Propiedad. La relación de equipotencia es una relación de equivalencia. 

Reflexiva. A eq A. 


Basta considerar la biyección idéntica de A en A que a cada x de A le hace corres- 
ponder x. 


Simétrica. AeqB=>Beg A. 
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En efecto, si f es una biyección de A sobre B, entonces f”* es una biyección de B 
sobre A. 


Reflexiva. (Aeq B y Beq C)>4eq C. 


En efecto, si f es una biyección de A sobre B y si g es una biyección de B sobre €, 
entonces g - f es una biyección de A sobre C. 


Cardinal de un conjunto 


Como el conjunto de todos los conjuntos no existe, el concepto de clase de equivalencia 
no se puede aplicar en este caso. 

Para obviar esta dificultad se define un nuevo objeto matemático, escrito card (x), y se 
llama el cardinal del conjunto x, por la condición de igualdad: 


Card (x) = Card (y) => x Eq y 


Definición: Un objeto matemático m es un número cardinal si existe un conjunto £ tal 
que m = Card (E). 
se escribe: ( Card/ó4) = 0 número cardinal cero 

Card ((a)) = 1 número cardinal uno. 


0%1, porque no existe una biyección de $ sobre [ a | . Los números cardinales no for- 
man un conjunto (porque esto daría lugar al conjunto de todos los conjuntos); sin em- 
bargo se pueden considerar conjuntos de cardinales. 


Relaciones de orden entre números cardinales 


Sean x y y dos números cardinales, x = card (Y) y y = card (Y). 


Definición. El número cardinal x es inferior o igual al cardinal y si existe una inyección f 
de X en Y, y se escribe x < y. 


Propiedad 1. La relación x < y equivale a X es equipotente a una parte de Y. 


En efecto, si' f es una inyección de Y en Y, sea Y' = fIXXY' C Y), entonces f es una 
biyección de X sobre Y”. Por tanto. X eq Y”. 


Propiedad 2. La relación < entre cardinales es una relación de orden total. 
En efecto, la relación < es: 

Reflexiva. Puesto que x es una inyección de X en X. 

Transitiva, Porque la compuesta de dos inyecciones es una inyección. 
La antisimetría resulta de los dos siguientes teoremas que se dan sin demostración. 


Teorema de Zermelo. Cualesquiera que sean los números cardinales x y y, una de las rela- 
ciones x < y O y < x es verdadera. 
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Teorema de Cantor-Bernstein. Si x y y son dos cardinales. 


XSPYP<SXSy=x 


Conjuntos infinitos y finitos 


Definición 1. Un conjunto E es infinito si existe una biyección de E sobre una parte A de E 
diferente de E. 

Por ejemplo, el conjunto N de los naturales es infinito porque existe la aplicación f tal 
que f(x) = x + 1. que es una biyección de N sobre N* = N — [0!, subconjunto estrictamen- 
te contenido en N. 

El ccnjunto de los enteros pares 2N es infinito porque g(x) = 2x es una biyección de N 
sobre 2N. 

El cardinal de un conjunto infinito se llama número transfinito. El cardinal de N se nota 
card (N) = Ny (se lee alef subcero). 


Definición 2. Se dice que un conjunto F es numerable si existe una biyección de N sobre F. 


Definición 3. Un conjunto E es finito si existe un entero natural » tal que exista una biyección 
del conjunto E sobre el segmento [1,n] de N. Se escribe card (£) = n. 


Propiedades de los conjuntos finitos 


Lema. Sean a y m números naturales. Card ([a + 1, a + m]) = m. La aplicación /, tal que 
x> fala) = a + x es una biyección del segmento [1, m] sobre [a + 1. a + m]. 


Demostración. La aplicación f, de N en N es inyectiva, su restricción a [1, m1] es inyectiva. 
Además, 1 < x < mimplica que a + 1<a+x< a +m.Para todo y € [a + 1, a +m] 
existe un entero natural v tal que a + v = y. o y < a implica que 1 > 0 y y > a + mimplica 
v<m (sino, y > a+m). 
La aplicación f, es, por tanto, una biyección de [1,m] sobre [au + 1, a +]. 


Teorema 1. Si A y B son dos conjuntos finitos, disjuntos, de cardinales a y b respectivamente, 
entonces AU B es un conjunto finito y card (4 U B) = a + b. Figura 9-2 a 9-4. 


Demostración. Si card (4) = a, card (B)= b, a, be N; por definición existe una biyec- 
ción f de [1, a] sobre A y tal que f : ¡=> x;, y una biyección g de [1, 6] sobre Bial queg : ¡=> y;- 
Sea f, la biyección de [1,5] sobre [a + 1, a + b] tal que 


ff :u>a+u 


La aplicación h de AUB en N tal que e Xx > Í, X ¡€ A 
A h:y>a+)y¡6B 
está definida, porque AN)B= p. 
La restricción de ha A es la biyección f7*, y A(4) = [1, a]. 
La restricción de h a B es la biyección f,>g”', y [B)= [a + 1, a + b]. 
Por consiguiente, 


hAUB)= [1, a] U [a + 1,4 + b] = [1, a + b] 


Entonces card (4 U B) = a + b, elemento de N. Es decir, la + es una ley de composición 
interna en N, 
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Teorema 2. Para todo subconjunto A de un conjunto finito £, si A C E = card (4) < card (£) 
y card (4) < card (E) si ACE. 


Demostración. Sabemos que si A es un subconjunto de E existe una inyección de A en £ (la 
inyección canónica a x de A le corresponde x de E). Por consiguiente, card (4) < card (E). 


AUB 


yA 


.. ..o oo on+óf 
a+l 2+4 


Figura 9-2 Figura 9-3 Figura 9-4 


En efecto, 
ANta=%9 y AULA =E 
A y (¿A son conjuntos finitos y, por el Teorema 1, card (4) + card ([¿4) = card (E), en- 
tonces card (4) < card (E). 


Como A 4 E y ¿A 4 ¿ y card (4) + 0, no existe una biyección del conjunto finito E 
sobre una de sus partes, estrictas, A. 


Teorema 3. Si A y B son dos conjuntos finitos de cardinales a y bh, respectivamente, enton- 
ces A x Bes un conjunto finito y card (4 x B)= a: b. 
Demostración. Por inducción sobre hb = card (B). 


1. Es verdadera para b= 0. En efecto, B= (=> A x B= (. También es verdadera 
para b = 1, porque si B= (b). La aplicación f de A en A x B, definida por f : x= (x, b), 
es una biyección de A sobre A x B. Entonces card (A x B)= a: 1. 


2. Sila propiedad es verdadera, para b = n, sea B' = BU (b') tal queb'¿ B.A x B' 
Ax(BU [b')) = (4 x al (4 x (b')). Según la igualdad de des parejas, se tiene que 
(4 x BN x (07) =09 


Por el Teorema 1, card (A x B”) = card (A x B) + card (4 x (b')). 


Y card (4 x B')=a:b+a=a:(b+ 1). Esto muestra que la propiedad es verda- 
dera, cualesquiera que sean los elementos a y b de N. 


Teorema 4. (Principio del palomar.) Si f es una sobreyección de un conjunto finito A sobre 
un conjunto finito B, de cardinal b, tal que 


Vy € B, card (f7*(y)) = m 
entonces, card (4) = m: b. 


Demostración. (El teorema significa que si cada uno de los b elementos de B es imagen, por 
f, de m elementos de A, entonces el conjunto A tiene mb elementos.) 
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, JE y J da E) 
” 2 
e e----dy. 2) 
Ez 


¡ 
! 

¡ 
ePeor.oo.o 
B 

Figura 9-5 Figura 9-6 Figura 9-7 


Sea F un conjunto tal que card (F) = m (Fig. 9-6). A cada elemento y de B asociemos 
la biyección g, del conjunto F sobre el conjunto f; *(y). Esto es posible puesto que los conjun- 
tos son equipotentes. 

Sea u la aplicación del producto cartesiano B x F en A definida por 


VyeB, VzeF, u(y, 2) = gy(z) 


Como f es sobreyectiva, u es sobreyectiva. Entonces card (F x B) = card F- card (B) = m-b. 
Por tanto, card (4) = m- b. 


Teorema 5. Si A y B son dos conjuntos finitos, 


card (4 U B) = card (4) + card (B) — card (4 f) B) 


Figura 9-8 


Demostración. Sean A' y B' los conjuntos 4 — (4 ( B) y B— (A N B), respectivamente. 
A' y A NM Bson disjuntos lo mismo que B'"y AN B,y A = A U(ANB)B=B'U(AN B). 
Por el Teorema 1 
card (4) = card (4') + card (4 MN B) (1) 
card (B) = card (B') + card (A N B) (2) 


Por otra parte, AU B= (4'U B)U (4 N B). Además, 4A'U B” y AM B son disjuntos. 
Por el Teorema 1 

card (A U B) = card (4') + card (B') + card (4 N B) 
Según (1) y (2) 

card (4 U B) = card (4) + card (B) — card (4 NB) 
Consecuencia 

card (4 U BU C) = card (4) + card (B) + card (C) — card (4 N B) 
— card (Bf C) — card (CN A) + card (ANBNC) 


Teorema 6. Toda inyección de un conjunto finito sobre un conjunto equipotente es una bi- 
yección. 
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Demostración. Sean E y F dos conjuntos, finitos y equipotentes, y f una inyección de £ en F; 


f una biyección de E sobre f(£) = F' CF. 
Entonces, F' es equipotente con E. Como E es equipotente a F, F' es equipotente a F. 
Como F es finito, F' = F. Entonces f es una biyección de £ sobre F. 


Teorema 7. Toda sobreyección de un conjunto finito sobre un conjunto equipotente es una 
biyección. 


Demostración. Sean E y F dos conjuntos finitos y equipotentes y f una sobreyección de E 
sobre F. Para todo y de F, sea X = f” '(y). X no es vacio porque f es sobreyectiva. Se admite 
que a todo Y se puede asociar, por una elección arbitraria, uno de sus elementos x. Sea x = h(y) 
el elemento elegido; h es una aplicación de F sobre E. Entonces f + h es una aplicación de F 
en F, es la aplicación 17. 


Entonces 
WeFhy=x y  fa=»y 


De f + h = 1, resulta que h es inyectiva, y por el Teorema 6 que h es sobreyectiva. Enton- 
ces h es biyectiva y, por tanto, admite una inversa h7!. De f + h = 1, resulta que f=h7!; 
por tanto, f es biyectiva. Observe que los resultados anteriores son falsos en el caso de que los 


conjuntos no sean finitos. 
El conjunto N es equipotente al conjunto 2N por medio de la aplicación x > 2x. Este 


conjunto infinito es equipotente con una de sus partes propias. 
La aplicación x > x? — x es una sobreyección de los reales sobre los reales, pero no es 


biyectiva. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Para todo neN*, Card ([1,1]) = n. 


SeaN¿ =(xeN, 1<x <n). 
La propiedad es verdadera para n=1: Card ([1,1] ) = Card [1] =1 
Si la propiedad es verdadera para n, entonces: N¿:,=N2 U[n+1) y NE Ín+1) =6 . De donde Card 
(Nas, ) = Card (N¿) + 1=n + 1. Por tanto la propiedad es verdadera para todo neN Resultado: Para 


todo n de N*, Card ([0n ) =n +1 


Sea U los alumnos de la universidad y 4,G,S subconjuntos de U que 

son los estudiantes de inglés, alemán y español. 

12 ¿Qué representan los subconjuntos de U: ANG; ANGNS. fu (AUGUS). 

22 SIANG*09,ANCCS. Dar un esquema que indique representar los idiomas estu- 
diados. 


32 Sicard (4)= 600, card(G)=370, card (S)=750, card (A M1 G)=100,card(A NS)= 
300, card (GN )S=250 ycard lo(AUGUS)=30, responden las preguntas anterio- 


TOS. 


1? ANG = conjunto de los estudiantes que estudian inglés y aleman. 
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lo (AUGUS) Y) 


NS 


ANGAS = conjunto de los estudiantes que estudian las tres lenguas. 

fu(AUGUS) = E AN [GNS= conjunto de los estudiantes que no estudian ninguna de las lenguas. 

2? La figura 9.9a indica los diferentes subconjuntos de U que determinan una partición de U. La figura 
9.9b indica el número de elementos de cada uno de los 7 subconjuntos de U y el número de alumnos 
que estudian cada lengua. 


Problema Muestre que la suma de cardinales es asociativa, conmutativa y que 0 
es el elemento neutro. 


so ucIón Sean a = card E, hb = card F, c = card G. El cardinal a + (b + c) es, por definición, 
a+card (FUG), que es igual a card (EU (FUG)). De la misma manera (a + hb) + <=card ((EUF)UG). 
Entonces la asociatividad pedida es consecuencia de la asociatividad de la unión de conjuntos. 
Conmutativa. Sea ENyF= dq, a=card E y h=card F. Por definición, a + h= card (EU F) y 
b+a=card (FU E). Como la unión de conjuntos es conmutativa, esto prueba el resultado. 


El elemento neutro. Por definición, O = card (p). Si a = card (£), entonces a + 0 = card (EU 4) = 
card (E) = a. 


a] 
oblema 9 E Muestre que la multiplicación de cardinales es asociativa, conmutati- 
va, y 1 es el elemento neutro. También que es distributiva y que a-0=0, 


opa ión = Asociativa. Sea a = card E, hb = card F, c = card G. Hay que mostrar que a - (b- c] 
la - b)-c. La asociatividad significa que E x (F x G) es equipotente a (E x F) x G: esto es inmediato, 
puesto que ¡: (x, (», 2)) — ((x, y), z) es una biyección de E x (F x G) sobre (E x F) x G. 


Conmutativa. Es consecuencia del hecho de que para toda pareja de conjuntos (E, F), E x F es equipo- 
potente a F x E; en efecto, la aplicación f: (x, y) = (y, x) es una biyección de E x F sobre F x E. 


1 es el elemento neutro. Sea a = card (E) y 1 = card (C(f)). Entonces a: 1 = card [E x 6(()]. Es su- 
ficiente entonces mostrar que E x P(p) es equipotente a E. En efecto, la aplicación f: (x, f) >x es una 
biyección de E x P(¿) sobre E. La fórmula a - 0 = 0 es consecuencia del resultado E x f = ( para todo 
conjunto E. 
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Distributiva. Sea b = card F y c = card G, FNG = q y a = card E. Por definición, a: (b + c) = card 
(Ex (FUG) y a:b+a-c=card (E x FIU(E x G)- Ex (FUG) es equipotente a (Ex FU 
(F x G), puesto que los conjuntos son iguales. 


-5 La relación a < bh entre cardinales tiene las siguientes propiedades: 
1. Reflexiva. Va, a < a. 

2. Transitiva. a<byb<c=>ac<c. 

3. Compatibilidad con la suma. a <b=>a+c<b+c para todo c. 

4. Compatibilidad con la multiplicación. a < b= ac < bc, para todo c. 
5. Para todo a, 0 < a. Además, a 4 0=>1<a. 
6. Sia y b no son nulos, entonces ab no es nulo. 


Sea a = card E, bh = card F, e = card G. 

1. Es evidente, puesto que la aplicación idéntica /; : E—= E es inyectiva, entonces u < «. 

2. Existe por hipótesis una inyección f : E—+F y una inyección g : F=G, entonces g /: E=>G 
es una inyección, entonces a < c. 

3. Suponga que a < b, entonces existe una inyección f : E—= F. La aplicación g definida por g(x) = 
Six) si xe E, g(x) = x si xeG, es una inyección de EU G en FUG, de donde a+ c<b+c 

4. Con las mismas notaciones, la aplicación A definida por h(x, y) = (f(x), y) es una inyección de 
ExG en F x G, de donde ac < be. 

5. Es evidente. 

6. En efecto, 1 <a y | < bh implican que 1 < ab. 


E 


MaS29 0 Muestre que la siguiente relación es falsa entre cardinales: xz = pz 


implica x = y. 


27 = card (N), x = l, y = 2, es decir, x es el cardinal de un conjunto reducido a un 
élemento ay yel cardinál de un conjunto Y con dos elementos bh y c. El problema se reduce a construir una 
biyección f de X x N sobre Y x N; en efecto, 


_$(b,p) si n= 2pes par 
Hed de P) si  n=2p+1 es impar 


En N toda parte no vacía tiene un elemento mínimo. O sea que en 
N, la relación < es una relación de buen orden. 


+ En efecto, el conjunto de los minorantes de una parte A, no vacía, no es vacía (contie- 
ne el cero) y mayorada (por todo elemento de A). Entonces posee un elemento máximo p, que el mí- 
nimo de A. 


Problema 9-8¡ Para la relación de orden < , el conjunto N es arquimediano, es de- 
cir: (vaeN*) (VvbeN) (3neN) tal que n.a > b 


- En efecto, considere el segmento [1,b]. 

«si ag [1,b], el resultado es evidente: basta escoger n=1 (porque a>b). 

-si ae [1,b], considere el conjunto A= (2; 3 xéN, 2=x.0) . Sea BAN1, b] 

El conjunto B no es vació (porque ae [1,b] y es mayorado por b, entonces posee un elemento máximo 
digamos x.a; por consiguiente (x+1) a € [1,b] y (x+1) a>b; basta escoger n=x+1, para que na>b se ve- 
rifique. 
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EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Si A, B y C son conjuntos finitos, muestre que card (4U BU C)= card A + card B + card C — 
card (4 NB) — card (BN C) — card (CN A) + card (AN BNC) 


2. Sea £ un conjunto tal que card (E) = 950. Sean A, B, C, D cuatro subconjuntos de £ y su unión es E. 
Suponga que card A = 400; card B = 620: card C = 220; card (4 A B) = 220; card (BN C) = 130; 
card (CN 4) = 60; card (4 7 BN C) = 30. Halle el card (D) si card (D N (4 U BUC) =20. 

Res.: 110 


3. Una escuela de idiomas tiene 200 estudiantes; 120 estudian francés, 90 alemán y 70 ruso; 30 es- 
tudian ruso y alemán; 50 ruso y francés; 40 alemán y francés; 20 estudian los tres idiomas. Hallar 
el número de estudiantes que estudian ruso pero no alemán y francés, y los que no estudian ruso 
pero si alemán y francés. 


4. Una encuesta de opinión muestra que el número de personas que escuchan los programas A, B yC 
son a,b y c respectivamente; x el número de personas que escuchan AyB, By C y los que escuchan 
Cy A, son d, e y f respectivamente. 

Hallar el número de personas que escuchan A,B y C. 


5. Sea N= [0,1,2,3,.. .) Probar que card (NxN)= card (N). 


6. En N* ordenado por la relación «divide a» se consideran los subconjuntos A = 18, 4, 12) y 
B= (2, 3, 4, 5). Forme para A y B los elementos siguientes, si existen: 
a) El elemento máximo y el minimo. 
b) Un mayorante y el conjunto de los minorantes. 
e) El extremo superior y el inferior. 


7. En el conjunto Q de los números racionales. ordenado por la relación <. con: idere el subconjunto 
A = [in, ne N). Determine los mismos elementos que los pedidos en el Ejercicio 6. 


8. Sea T un retículo ordenado por <. 


a) Establezca que 


avb=a=>b<a 
anb=a>a<b 
anb=as>avb=b 


b) Establezca las leyes de absorción: 


Va, Vb. av (arnbj=a 
Va, Vb, a n lav b)j=a 


9. En un conjunto E, si un subconjunto A tiene un extremo superior, ¿implica que tiene máximo? 


10. Sea £L una parte del conjunto de partes de £, P(E); suponga que Le L y que para toda parte no vacía 
M de L la intersección de los elementos de M es elemento de £. Muestre que £, ordenado por inclu- 
sión, es un retículo. 


11. Sea card (4) = 17, card (B) = 24, card (4 U B) = 35. Calcule card (4 NB), card (4 — B). 


12. Sea E=A x B el producto cartesiano de A = (0, 1,2,3,4,5,6,7, 8). y B=(0,1,2,3,4, 5, 6p. 
Cualesquiera que sean los elementos (x, y), (x', y”) de E, 


x 
(e, y) < (x, 


) 


NS 


13. 


14. 


15. 
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Defina (2,3) a (0, 1) y (2, 3) v (0, 1) y muestre que (£, <) es un retículo. 


Si card (4) = 17, card (B) = 24, card (A U B) = 35. Calcule card (4 f B), card (4 — B) y 
card (B — A). y 


En una encuesta sobre la lectura de tres revistas a, h y c se han obtenido las siguientes informaciones: 
de 1000 personas, 600 leen la revista a; 500 leen la revista b; 500 leen la revista c; 200 leen las 
revistas b y c; 300 leen las revistas c y a; 300 leen las revistas a y b; 100 leen las revistas a, h y c. De 
las 1000 personas, ¿cuántas leen dos revistas y solamente dos? ¿Cuántas no leen ninguna de las revistas? 


Resp.: 1. Si X es el conjunto de lectores de las dos revistas y A el conjunto de los que leen la re- 
vista a, ... 


card (Y) = card (A (1 B) + card (BN C) + card (C Ny A) — 3 card (4NNBNC) 


2. Si Y es el conjunto de los lectores que no leen ninguna revista, Y = E— (AUBUC); 
card (Y) = 100. 


Sean A, B, C y D los conjuntos de lectores de cuatro revistas a, h, c y d. Un anuncio de una página 
vale $25.000 en a; $15.000 en 5; $10.000 en c o d. Escoja las revistas de manera que se tenga un má- 
ximo de lectores y que el presupuesto no pase de $50.000, publicando un anuncio de página, en cada 
una de las revistas escogidas. Los cardinales de los conjuntos son: 


card (4) = 700.000 card (ANN BN.C 


) = 100.000 card (4 (1) B) = 250.000 
card (B) = 500.000 card (4) BND) 

) 

) 


110,000 card (4 f) C) = 250.000 
20.000 card (4 (7 D) = 190.000 
50.000 card (BN C) = 250.000 

card (B (7 D) = 100.000 
card (Cf D) = 150.000 


card (C) = 450.000 card (ANCND 
card (D) = 350.000 card (BNACND 


Resp.: Se halla que card (4 UU DU C) = 1.030.000, superior a los demás, teniendo en cuenta e) 
presupuesto de que se dispone. 


CAPITULO ] 1) 


Análisis combinatorio 


La presentación de la matemática moderna hace más claras y generales los conceptos de la 
combinatoria y a su vez hace que dejen de ser materia separada del resto de la matemática. 

La estadística y las probabilidades desempeñan un papel fundamental en el desarrollo 
científico actual, especialmente con los problemas de numeración, de los cuales se ocupa el 
análisis combinatorio. 

Los problemas de numeración son del siguiente tipo: 

1. ¿De cuántas maneras se puede formar un consejo, formado por un presidente, un 
secretario y un tesorero, escogido entre 12 personas igualmente competentes? 

2. ¿Cuántas «apuestas» se pueden hacer a una carrera de 15 caballos para estar seguro 
de «jugar» los tres caballos ganadores teniendo en cuenta el orden? 

3. En una carrera de 15 caballos, ¿cuántas «llegadas» posibles existen? 

4. ¿Cuántas apuestas se pueden formar en una carrera de 15 caballos para estar segu- 
ros de que se «juegan» los tres caballos ganadores sin tener en cuenta el orden? 

5. ¿De cuántas maneras se puede formar una «mano» de 13 cartas en un juego de 52 
cartas? 

Vamos a mostrar en este capitulo, empleando el lenguaje conjuntista, que los dos prime- 
ros problemas se reducen al concepto de inyección de un conjunto finito en otro; como caso 
particular el problema 3, que es el concepto de biyección de un conjunto finito sobre sí mismo; 
los dos problemas restantes se reducen al concepto de partes de un conjunto finito. 

En lo que sigue es útil el concepto de producto cartesiano de conjuntos finitos, y se puede 
ilustrar por medio de diagramas, llamados «árboles». 


Ejemplo 10-1. Si A = (1,2) y B= (2,3, 4), sea (a, b)e A x B, entonces el elemento a es 
l o 2. Se empieza el árbol escogiendo un punto de partida y de él se dibujan dos ramas, que 
se llaman 1 y 2, como se muestra en la Figura 10-1. Para cada una de estas elecciones de a, el 
elemento bh puede ser uno de los tres elementos 2, 3, 4 de B. Se continúa cada una de las 
ramas de la figura 10-1 con tres ramas, llamadas 2, 3, 4, lo cual da la Figura 10-2. Cada elemen- 
to de A x B corresponde a una trayectoria sobre el árbol que empieza en el punto de partida 
y continúa hacia la derecha, hasta llegar a un punto extremo. Por ejemplo, la trayectoria su- 
perior de la Figura 10-2 corresponde al elemento (1, 2) de A x B, la segunda a (1, 3), etc. Esto 
muestra que se puede construir el «árbol» de cualquier producto cartesiano de conjuntos 
finitos. 


Arboles o diagramas secuenciales 


Un diagrama secuencial está formado por puntos, llamados vértices, y flechas, llamadas ramas. 
De un vértice cualquiera pueden salir varias flechas y a él no puede llegar sino una sola. Un 
punto único no es extremo de una flecha, es el punto de partida. Todos los extremos de las 
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m 


Figura 10-1 Figura 10-2 


ramas que parten del origen se llaman vértices de la primera generación. De la misma manera, 
un punto es vértice de la segunda generación si es extremo de una rama que sale de un vértice 
de la primera generación, etc. Todos los puntos de una misma generación se colocan sobre 
una misma recta. Los vértices que no son origen de una ramificación son los vértices terminales. 

Sobre un árbol, un trayecto o camino está formado por una sucesión de ramas; el origen 
de la primera es la entrada, y el terminal de la última, su punto terminal. 

Existen tantas trayectorias como puntos terminales existan. Sobre el árbol de la Figu- 
ra 10-2 hay seis puntos terminales, por tanto, seis trayectorias distintas. 

A toda posibilidad corresponde un trayecto sobre el diagrama y uno solo. 


Ejemplo 10-2. El señor Simón desea tomar una fotografía a sus tres hijos: Mery, Bill y Sue. 
¡De cuántas maneras puede ordenarlos en una fila para poder tomarles la foto? 


Para hallar la solución a este problema se va a construir el árbol de esta sucesión de even- 
tos. El señor Simón puede ordenarlos como lo indica la Figura 10-3. 


Figura 10-3 Figura 10-4 Figura 10-5 


Ahora considere la posición intermedia. Si el señor Simón coloca a Mery en la posición 
de la izquierda, es decir, si recorre la rama superior del árbol de la Figura 10-3, entonces Bill 
o Sue se pueden colocar en la mitad. Por tanto, se continúa a partir de M con dos ramas, lla- 
madas B y S, como lo muestra la Figura 10-4. Las dos ramas inferiores de la Figura 10-3 se 
continúan de la misma manera. Finalmente, para la posición de la derecha, si Mery está a la 
izquierda y Bill en el centro, como lo muestra la Figura 10-4, Sue estará en la posición de la de- 
recha. Entonces se continúa la trayectoria superior de la Figura 10-4 con una sola rama, como 
se muestra en la Figura 10-5. El resto se completa de manera análoga. La Figura 10-5 tiene seis 
puntos extremos. El número de trayectorias es igual al número de puntos extremos. Cada 
trayectoria del árbol representa una posibilidad, es decir, una ordenación de los niños. O sea, 
existen seis posibilidades. 

El árbol es un diagrama del conjunto de seis posibilidades: 


(M, B, S), (M, S, B), (B, M, S), (B, S, M), (S, M, B), (S, B, M) 
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Si el señor Simón tuviera cuatro niños, para efectuar la misma operación, entonces el árbol 
tendría 4 ramas que parten de un punto común, y cada una de éstas continuaría con tres ramas, 
y cada una de éstas se dividiría en dos ramas y, finalmente, cada una de éstas continuaría con 
una rama. Es decir, existirían 4-3 -+2-1 = 24 posibilidades en total. 

Si el mencionado señor tiene n niños, entonces existirian 


nía — 1)n— 2), ..., 311) =1! 


posibilidades. 

Por ejemplo, en el árbol de la Figura 10-S, la flecha doble corresponde a la siguiente po- 
sibilidad: Bill está a la izquierda, Mery en la mitad y Sue a la derecha. 

Esto muestra que existe una biyección entre el conjunto de todas las posibilidades y el 
conjunto de trayectos sobre el árbol, o, lo que es lo mismo, el conjunto de los puntos termi- 
nales. Como es fácil contar los vértices terminales, esto nos dice cuántas posibilidades se tienen. 
En el ejemplo hay seis posibilidades, puesto que hay seis puntos terminales. 


Arbol de los exponenciales 
Ejemplo 10-3. Sean A = [a,b,c) y B= (0, 1] dos conjuntos finitos. 


Definir una aplicación de A en B es hacer una sucesión de elecciones y, por tanto, deter- 
minar sucesivamente para cada elemento de 4 cuál será su imagen en B. La Figura 10-6 mues- 
tra el árbol correspondiente. Los elementos de la primera, segunda y tercera generación co- 
rresponden a las elecciones hechas para las imágenes de a, b y c. Se considera la flecha de la 
izquierda o de la derecha, según que la imagen elegida sea 0 o 1. 


NY YY 
4 E 


Sobre el árbol, la trayectoria correspondiente a la flecha en negro corresponde a la apli- 
cación de A en B, cuyo gráfo es 


[(a, 0). (b, 1), (c, 0) 


Sobre el árbol se pueden comprobar las siguientes propiedades: 

a) De cada punto, distinto de los puntos terminales, parte el mismo número de rami- 
ficaciones: 2. 

b) El número de puntos de las diversas generaciones forma una progresión geométri- 
ca de razón 2. En particular, hay 2? = 8 puntos terminales; por consiguiente, 8 aplicaciones 
de A en B. 

Esto nos lleva a dar la siguiente definición: 


Definición. Se llama árbol de exponenciales o árbol de las aplicaciones todo diagrama se- 
cuencial en el cual: 1. De cada punto, distinto de los puntos terminales, parte el mismo nú- 
mero de ramificaciones. 2. Todos los puntos terminales son de la misma generación. 
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Tal tipo de árbol se puede asociar a las aplicaciones de un conjunto finito A en un con- 
junto finito B. 

Si card (4) = m y card (B) = n, el árbol de las aplicaciones de A en B muestra que: 

a) De todos los puntos (excepto los puntos terminales) parten n ramificaciones, puesto 
que un elemento dado de A su imagen se puede escoger entre n posibilidades. 

b) Los puntos terminales son los de la m-ésima generación; como hay m elementos en A, 
se pueden hacer m elecciones sucesivas. 

El árbol de las aplicaciones de A en B tiene n” puntos terminales. Como a toda aplica- 
ción de A en B le corresponde un punto terminal, y recíprocamente, se tiene el siguiente teorema : 


Número de aplicaciones de un conjunto finito A 
en un conjunto finito L 


Teorema 1. Si Y es el conjunto de las aplicaciones de un conjunto finito A en un conjunto 
finito B, entonces 

card (4) = m y card (B) = n => card ($) = n” 
Demostración. En efecto, si card (4) = m y card (B) = n, el árbol de las aplicaciones de A 


en B es tal que de todo punto, distinto de los puntos terminales, parten n ramas, puesto que 
para todo elemento de A existen n posibilidades para elegir su imagen. 


Los puntos terminales son los de la m-ésima generación, y como el número de elementos 
de A es m, hay m elecciones sucesivas. Entonces 


en la primera generación hay n vértices 
en la segunda generación hay n x n= n? vértices 


en la m-ésima generación hay nxnxnx=-u::x n= mn" vértices 
+ 
m 


Como todo vértice terminal corresponde a una aplicación de A en B, y recíprocamente, 
esto demuestra el teorema. 


Número de subconjuntos de un conjunto finito 


Teorema 2. Todo conjunto E de n elementos contiene 2” subconjuntos, es decir, card P(E) = 
geard á 


Demostración. Considere el conjunto £ y uno de sus subconjuntos P. El subconjunto P de- 
fine una función 


p: E (0, 1), llamada la función caracteristica del subconjunto P 


Figura 10-7 Figura 10-8 
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La función p se define de la siguiente manera: 


VxeP: p(x)=1 
VxeE-—P:p(x)=0 


Dada la función p se puede hallar P. En efecto, 
P=f UM) =(xeE:p(x)= 1) 


Toda aplicación f : E => (0, 1) es característica del subconjunto F = / *(1) de E. 
Así, toda aplicación de P(E)> (0, 1)% : definida porP —> pes una biyección del con- 
junto de los subconjuntos de E sobre el conjunto (0, 1)F de las aplicaciones de£ > (0, 1). 
Entonces el número de subconjuntos de un conjunto finito £ con n elementos es igual 
al número de funciones de E —> (0, 1), es decir, 2" por el Teorema 1. 


Arbol de los factoriales 


Ejemplo 10-4. Se va a construir el árbol de las inyecciones de A en B si card (4) < card (B) 
y eventualmente el árbol de las biyecciones de 4 en B, si los dos conjuntos tienen el mismo 
número de elementos. 

Supongamos que A = (1,2,3, 4], 4' =(1,2,3) y B= [a,b.c, d). 

Para definir una inyección de A en B hay que hacer una sucesión de elecciones. Para la 
imagen de 1 hay cuatro posibilidades: una vez que se elige una de esas imágenes, quedan tres 
posibilidades para la imagen de 2; el mismo elemento de B no puede ser imagen de 1 y de 2. 
Para la imagen de 3 quedan dos posibilidades, y para la de 4, una sola posibilidad. Esto da 
el árbol de la Figura 10-9, que es el árbol de las biyecciones de A sobre B. 

Si se eliminan los vértices de la última generación y las ramas que a ellos llegan, se obtiene 
el árbol de las inyecciones de 4' en B. 


Definición. Se llama árbol de los factoriales todo diagrama secuencial que posee las siguien- 
tes propiedades: 


1. De todos los puntos de la misma generación parte el mismo número de ramas. 

2. Si de un punto parten k ramas, de un vértice de la generación siguiente parten (k — 1) 
ramas. 

Tal árbol se puede considerar como el árbol de las biyecciones de un conjunto finito sobre 
sí mismo, o sobre un conjunto que tiene el mismo número de elementos. 


Origen 


Figura 10-9 
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Notación n! Considere un árbol de factoriales tal que de su origen parten » ramas. Enton- 
ces el número de vértices de cada generación se calcula de la siguiente manera: 

en la primera generación hay n vértices 

en la segunda generación hay n(n — 1) vértices 

en la tercera generación hay n(n— 1)(n — 2) vértices 


en la p-ésima generación hay n(n— 1), ..., (1— p + 1) vértices 
En particular, en la última generación hay n(n — 1), ..., 2: 1 vértices, o sea, por defini- 
ción, n! 
ORDENACIONES 


Número de inyecciones de un conjunto finito 4 
en un conjunto finito B 


Estudie el problema 10-5 
Definición. Una ordenación (sin repetición) de p elementos de un conjunto E con n elemen- 
tos es la imagen por una inyección f de 1, = (1,2, ..., p) en el conjunto E, (p < nm). 


De esto resulta que una ordenación de p elementos es la imagen, según una sucesión, de 
p elementos de E. En lenguaje corriente se dice: una ordenación de p elementos de E es un 
subconjunto ordenado con p elementos de E, 

Así, (a, b, c), (b, c, a), (a, b, d), son ordenaciones diferentes de n elementos tomados 
de tres en tres. 

El número de inyecciones de 1, = [1,2,..., p) en un conjunto E de n elementos es, 
por tanto, el número de ordenaciones de los n elementos de E, tomados de p en p. Esto se re- 
presenta por el símbolo Of. 


Teorema 3. El número de inyecciones del segmento [1, p] de N en el conjunto E con n ele- 
mentos (p < n) es 0? = n(n — 1)n— 2), ..., (n— p +1). 


Este teorema también se puede enunciar de la siguiente manera: el número de combina- 
ciones de n elementos tomados de p en p (p < n) es 


?=n(n— 1)m-2), ..., mM-p+1) 


Demostración. Sea E un conjunto con » elementos, /, e 1, +, los segmentos [1, p] y [1, p + 1] 
del conjunto N, (p< n). 

Sea f una inyección de /, en E. Si f(1,) = E”, entonces card(E') = p. 

Sea E"=E—E'; entonces card (E”) = n — p. Para todo elemento u de E”, defina la pro- 
longación f, de f a 1,,,, definida por f(p + 1) = u. La aplicación f, es una inyección de 
Tri em E. 

de Además, u + v (en E”) implica que f, + f,. Por consiguiente, f tiene (n — p) prolongamientos 
distintos. Si f y f' son inyecciones diferentes de 7, en E, f, y fí son prolongamientos distintos. 

Sea g una inyección de /,,, en E. La restricción f de g a /, es una inyección de /, en E. 
Si g(p + 1) = v, g es la prolongación f, de f a l,+;. 

En conclusión, toda inyección de /,,, en E se obtiene una vez, y solo una, como prolon- 
gación de una inyección de /, en E; además, cada inyección de /, en E genera (n — p) inyec- 
ciones distintas de /,,, en £. 

Por tanto, 

05% = (n— p): Or 


O! es el número de inyecciones de (1) en E; entonces O! = nm 
O] es el número de inyecciones de (1, 2) en E; entonces O? = (n — 1)- O! 
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Multiplicando término a término las expresiones anteriores y simplificando se obtiene: 
OB =n(n—-1)..., n—p+1) 
Ejemplo 10-5. 1. Si E = (a, b, c), las combinaciones de los tres elementos dos a dos son: 
(a, b), (a, c), (b, a), (b, c), (e, a), (e, b) y 07=3352=6 


2. Las ordenaciones dos a dos de los elementos de un conjunto E con n elementos son 
las parejas (a, b), de elementos de E x E, distintos de los elementos de la diagonal [parejas 
de la forma (a, a)]. Entonces 


O? =n:n—n=n(n- 1) 


Teorema 4. El número de inyecciones de un conjunto 7 con p elementos en un conjunto E 
con n elementos (p < n) es OP. 


Demostración. Es suficiente observar que existe una biyección h de / en /, y que toda inyec- 
ción f' de l en E es la compuesta de h y una inyección f de l, en E: fl =fo h. 


PERMUTACIONES 


Número de biyecciones de un conjunto finito sobre 
un conjunto equipotente 
Estudie el problema 10-6 


Definición. Una permutación de un conjunto finito E con n elementos es la imagen por una 
biyección f del segmento /, = [1, n] sobre E. 

Como los conjuntos /, y E son finitos y equipotentes, una inyección f es una biyección. 
Por consiguiente, una permutación de un conjunto E con n elementos es la imagen por una 
inyección f del segmento [1, n] en E. 

Al lenguaje corriente se traduce por: Una permutación de los n elementos de un conjun- 
to E es un conjunto ordenado de esos n elementos. 


Nota. A veces se llama permutación de un conjunto finito E con n elementos toda biyección 
f de E sobre sí mismo. Llamaremos a tal permutación f una sustitución y llamaremos per- 
mutación a la imagen de 1, por f: 


Ua,), flaz), .... fa) si  E=(a,, dz ..., 45) 
Números de permutaciones de un conjunto finito 


Sea E un conjunto con n elementos. Sabemos que el número de biyecciones del segmento [ 1, n] 
sobre E es el mismo que el de inyecciones, es decir, Oh =n (n— 1), ...,2 x 1. 
El producto 1 x 2x3 x--* xn se escribe n! y se lee n factorial. 


Teorema 5. El número de biyecciones de un conjunto finito / con n elementos sobre un con- 
junto equipotente E es n! 


Demostración. Como existe una biyección h de / en 7, y como toda biyección f' de / sobre E 
es la compuesta de A, y la biyección f de 1, sobre E: f' = f» h, entonces f” es una biyección 
de / sobre E. Por lo anterior, su número es nm! = n(n — 1), ...,3-2-1. 


Ejemplo 10-6. Si E= (a, b, cj, las permutaciones de E son: 


(a, b, c), (a, c, b), (b, c, a), (b, a, c), (c, a,b), (c,bsa) y 3!=1x2x3=6 
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Nota. El número O? = n(n— 1), ..., (n— p + 1) se puede expresar en forma factorial 
si p % n. En efecto, multiplicando y dividiendo por (n — p): 
= pa - pa. t 
6 =P 1).....(n—p+1):(n P...-1_ n! 
(m—p)..... 1 (1 — p)! 


La expresión no es válida para n = p. Porque para p = n, la fórmula se convierte en 
ot 
"0! 

Se sabe que O; = n!; por tanto, es necesario definira 0!=1. 


Definición. Una biyección f de un conjunto £ con n elementos sobre sí mismo es una sus- 
titución circular si existe una permutación (a,, 4,,...,0,) de E tal que 


cl todo ¡e [1,n — 1], fía) = 9;,, 
y Sa.) = a, 


Por ejemplo, el triángulo ABC, considerado como conjunto de los tres vértices(A, B; C]se puede 
representar por una cualquiera de las permutaciones del conjunto. Por el contrario, el triángulo 
orientado ABC se puede representar por una cualquiera de las tres permutaciones (4, B, C), 
(B, C, A), (C, A, B), cada una de ellas deducida de la anterior por una sustitución circular. 


COMBINACIONES 


Número de subconjuntos con p elementos 
de un conjunto £ con n elementos 


Estudie el problema 10-7 
Definición. Una combinación (sin repetición) de p elementos de un conjunto E con n ele- 
mentos (p < n) es un subconjunto de E que contiene p elementos. Se representa por C?. 


Por ejemplo, (a, b, cj (b, c, a) son una misma combinación. Entonces dos combinacio- 
nes distintas difieren en, por lo menos, un elemento: (a, b, c) y (b, c, d) son dos combinacio- 
nes diferentes. 

El conjunto E = (a, b, c) con tres elementos tiene tres subconjuntos con dos elementos 
cada uno: (a, b), (a, c) y [b, c). Esto se puede visualizar empleando un árbol. Suponga que 
se quieren colocar dos elementos de E en una caja vacia. Esto se puede hacer, primero eligien- 
do un elemento de E y colocándolo en la caja, y después eligiendo un segundo elemento de E 
y colocándolo en la caja. El árbol 1 de la Figura 10-10 describe este proceso. Cada trayectoria 
del árbol describe no solamente qué elementos se colocan en la caja, sino también su ordena- 
ción en la caja, es decir, qué elemento se pone primero y cuál a continuación. En el árbol 1 la 


b a 
a LL 
c az 
a 43 
b cl 
e Aa 
a as 
e 
EN . 
Arbol 1 Arbol 2. Completarlo. 


Figura 10-10 
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primera y segunda trayectoria de arriba abajo representan el mismo subconjunto (a, b) = (b, a). 
En resumen, el árbol 1 muestra los dos elementos que están en cada subconjunto y las 2! = 2: 1 
maneras de ordenar los elementos en el subconjunto. Las seis trayectorias forman tres agru- 
paciones con dos ramas cada una, es decir, existen (3 + 2)/2! = 3 subconjuntos de (a, b, c) 
con dos elementos. Antes de pasar al caso general, consideremos el árbol 2 de la Figura 10-10. 

Sea E= (a,,4,, ..., 6). Halle los subconjuntos de cuatro elementos de £. 

Para dibujar el árbol correspondiente, elija uno cualquiera de los seis elementos, después 
otro de los cinco restantes, etc., hasta que haya seleccionado cuatro elementos de E. Por tanto, 
el árbol tiene 6: 5-4: 3 trayectorias. El árbol también representa el orden en que se eligen 
los elementos. Como el número de ordenaciones diferentes de los cuatro elementos es 4!, vemos 
que cada subconjunto de cuatro elementos de E está representado 4! veces en el árbol. Enton- 
ces el número de subconjuntos es 6-5-4-3/4-3-2-1= 15. 

Este problema también se puede enfocar de la siguiente manera: Todo subconjunto P 
de E con cuatro elementos se obtiene tomando primero un elemento de E, después un segun- 
do elemento, etc.; es decir, definiendo una inyección i: (1, 2, 3, 4) > E. 


Figura 10-11 


La imagen de toda inyección (1, 2, 3, 4) > E es un subconjunto de E que contiene 4 ob- 
jetos, como lo muestra la Figura 10-11. El número de biyecciones de (1, 2, 3,4) > P es 4! 
Como C¿ es el número de subconjuntos de E, que contienen 4 elementos, entonces el número 
de inyecciones de (1, 2, 3,4) => £ es 


C¿-4! 
Por el Teorema 4 se sabe que el número de inyecciones de (1, 2, 3, 4) > E es igual a 
6!/(6 — 4)!, entonces 
6! 
(6-4)! 


Nota 1. En vez del simbolo C? también se utiliza el símbolo (5) 


C¿-41= 


entonces  C¿=35 


Generalizando los resultados anteriores (empleando el árbol correspondiente) se encuen- 
tra que el número de subconjuntos con p elementos de un conjunto £ con n elementos es 


nín— iMn—2).....(M-p+1)_ 
p! Ñ 

mn DD PAD pp Mo ++ IOX) 
al M=pM=p=D..... 60) 


FÉ mo (5) 


Nota 2. Si en la fórmula anterior se remplaza p por n — p, se obtiene 


la el == = =P En 2 (a) 
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Teorema 6. El número de combinaciones de n elementos tomados de p en p (p < n) es 


Demostración. Sea E un conjunto finito con n elementos (n > 1) y A un subconjunto de E 
con p elementos (0 < p< mn). 


Cada biyección f de [1, 2, ..., p] sobre A es una inyección de (1,2, ..., pj en E y de- 
termina, por tanto, una ordenación de los p elementos de £. 

Existen p! biyecciones de (1, 2,..., p) sobre A. Entonces A genera p! ordenaciones de 
p elementos. 


Toda ordenación de p elementos de E así obtenida contiene p elementos y es una permu- 
tación de un subconjunto B con p elementos. Además, todas las ordenaciones obtenidas son 
distintas, sea que provengan de dos subconjuntos A y B distintos, sea que provengan de un 
mismo subconjunto A, resultan dos biyecciones distintas de (1, 2, ..., p) sobre A. 

El número de inyecciones de (1,2,..., pj => E es entonces igual al número de subcon- 
juntos con p elementos de £ multiplicado por el número de inyecciones que tienen la misma 
imagen, es decir, según el principio del palomar: 


n! n ”m 


(A e le 


Propiedades de (2) 


1. Todo conjunto contiene un solo subconjunto de O elementos, (5) = 1. 


2. Todo conjunto finito de » elementos no contiene subconjuntos de n + 1 elemen- 
a 
tos p>nN, ( =%0. 
1) 
3. Todo conjunto finito de n elementos contiene 1 subconjuntos de un solo elemen- 


to ed —U 


4. En un conjunto de n elementos, el número de subconjuntos que contienen 0. 1. 
2, ..., n— 1, n elementos, respectivamente, son: 


() (0 6) +62) () 


Como el número de subconjuntos de un conjunto de n elementos es 2”, entonces 
n n aa A 
(e)+(5)+—+(7)-2 


5 Para todo pm (») == ( sd ) 
Pp pin — p)! n—p 


En efecto, la aplicación f de O(E) en C(£) definida por f : A =>E— A, es una biyección 
del conjunto de las partes de p elementos sobre el conjunto de los subconjuntos de n — p ele- 
mentos. 
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6. 'Para todo p < n, CP] + CP_, = Cf. 


ed EL En (n — 1)! (n — 1) _M- Vio +n-p) 
En efecto, Cf=i + Cf-4 =D =p + Pe —» 1 DY 
nm! 
== = CP 
pin po 


BINOMIO DE NEWTON 


En un anillo conmutativo se definen las expresiones a + b, (a + b)- (a + b)= (a + bY, etc., 
y, en general, (a + b). 

En un anillo, utilizando la distributividad de la multiplicación con respecto a la suma, 
se obtiene que (a + b)P? = a? + ab + ba + b?. Si el anillo es conmutativo, ab + ba = 2ab. 
Entonces 


(a + b? = a? + 2ab + b? 


A continuación se va a desarrollar (a + bY, ne N, si a y b pertenecen a un anillo conmutativo. 
Teorema 7. En todo anillo conmutativo, cualquiera que sea ne N, 
E A E A 
Demostración. La fórmula se verifica para n= 1 porque 
1 (Moo 1y opt 
(a + b) = 0 ab + f ab'=a+b 
Suponga que la fórmula se verifica para n = k, por tanto, 
k KN, 
a+bk= E ( Jai 
j=oAXJ 


Multiplicando ambos lados de la expresión anterior por a + hb y empleando las propiedades 
de las operaciones + y x en el anillo conmutativo, se obtiene 


EM E (KN oo 
+0 E (Pas += 3 (5 y (ai 
lato] Ls Re) e ¡y + 2, (7)0 


Si se hace ¡ =j"— 1, en la segunda suma se obtiene 


E /k o E EN m 
+Dy**= E e p=4+1p) a pJERIBA 
(a y 5 7) b + El Ja b: 


E (Farias E Jarras 
j0Nj q NJ — 1) 


pens [Ajeno (pe 


j= 


' 


ANALISIS COMBINATORIO 307 


Pero 
k ko yo ki k! KM j+1) Kky 
Ca > aa MB PU= +0! 
EME = PEU. ER ió 
"ME =I2D0 >" PRAT, NA ) 


Por tanto, la expresión anterior se puede escribir como 


A O A A IA O 


j=1 


po e (5) 3) (8) (E) 


Hemos demostrado que si la proposición se verifica para n = k, entonces también se 
cumple para n= k + 1. Según el principio de inducción, se verifica para cualquier entero 
positivo. 


Simplejo, permutaciones y combinaciones 


Sabemos que un simplejo y su esquema es la representación gráfica de la relación de orden 
«inclusión» sobre el conjunto de partes de un conjunto finito y ordenado. 

El simplejo de la Figura 10-12 representa el simplejo Sj del conjunto de partes de 
U = la, b, c). 

Con relación a las permutaciones del conjunto U, el simplejo desempeña el mismo papel 
que el árbol de los factoriales. 

En efecto, existe una biyección entre el conjunto de las trayectorias sobre el simplejo, 
que parten de $ y siguen las flechas para terminar en U. 

Por ejemplo, a la permutación (b, c, a) corresponde la trayectoria indicada por la flecha 
gruesa sobre la figura: se pasa de un conjunto al siguiente, agregando elementos de U en el orden 
indicado por la permutación. 

Además, los elementos de la primera generación son los subconjuntos con un elemento; 
los elementos de la segunda generación, los subconjuntos con dos elementos, etc. En la p-ésima- 
generación hay CP vértices del simplejo. 


la) to 


(a. b) (b, c) 


U= (a, b,c) 


Figura 10-12 
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Simplejo y ordenaciones 


Suponga construido el simplejo S, relativo al conjunto U = (a, b, ej. A los cuatro elemen- 
tos $, (a), (b), [e] de C(U) les corresponde sobre el simplejo los cuatro puntos O, A, B, C, 
los tres últimos alineados. (Vea Fig. 10-13.) 


Figura 10-13 


Toda trayectoria sobre el simplejo se obtiene construyendo, a partir de O como origen, 
=> > 


la suma geométrica de los vectores OA, Ob, OC; el orden es el de la permutación correspon- 
diente. Como la suma de vectores es conmutativa, en todos los casos se llega al mismo punto, 
imagen de U. Agregando a U un cuarto elemento d, y sea D un punto de la recta ABC distinto 
de los otros tres. El punto D representa a (d). Para construir entonces el simplejo S, es su- 


> 
ficiente desplazar a S, según la traslación del vector OD y unir los puntos homólogos. Por 


ejemplo, a la permutación (bcda) le corresponde el trayecto siguiente, indicado por la flecha 
gruesa sobre la Figura 10-13. 


— Para las letras situadas antes de d: trayecto_sobre el simplejo S3. 


— Para d: vector de traslación equipotente a OD. 
— Para las letras siguientes: trayecto sobre el transformado de Sy por traslación. 


D se elige de tal manera que el simplejo inicial y su transformado por traslación no se su= 
perpongan. De la misma manera se construye el simplejo S; a partir de S,, etc. 

Tome sobre S¿ un elemento de la tercera generación, digamos (b, c, d). Las trayectorias 
que terminan en ese punto corresponden a las diversas permutaciones del conjunto (b, c, d) 
y forman un simplejo S3. En forma más general, las trayectorias que terminan en un punto 
de la p-ésima generación corresponden a las permutaciones de un conjunto con p elementos. 
Su número es p! 

Como hay Cf elementos sobre la p-ésima generación, el número total de trayectorias que 
parten de O y terminan en un punto de la p-ésima generación es 


PC 


Una trayectoria de tal tipo se puede asimilar a una ordenación de los p elementos, elegidos 
entre los n. Se obtiene la fórmula 


O! = pl: Cr 
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Relación de recurrencia entre los números C” 


Considere el simplejo S, construido a partir de S,, con la ayuda del procedimiento anterior. 
(Puede considerar la Figura 10-13.) 

El número de elementos de la p-ésima generación es C?. Los puntos de esa p-ésima ge- 
neración provienen de dos fuentes distintas: 

1. Los puntos de la p-ésima generación del simplejo inicial S,,, cuyo número es Cf_ y. 

2. Los puntos de la (p — 1)-ésima generación del transformado de S,_, por trasla- 
ción, cuyo número es igual a CP7L. 

De esto resulta la fórmula de recurrencia fundamental 


CR=CL+CHEL (p+0yp4n) 
A partir de esta relación de recurrencia se puede deducir la construcción del triángulo de Pascal, 
cuyos términos son los valores de Cf. 
Triángulo aritmético de Pascal 


El triángulo aritmético de Pascal es una tabla (Tabla 10-1), formada por medio de la relación 


P»—= CPz1 1 n+1 = (») ( n ) 
Chu Cl HF Chia o (ene y + pri 


da los coeficientes del binomio. 


Sin=0 1 Tabla 10-1 


Sin=5 1510 10 351 


Sin=6 161520 156 1 


etcétera. 


Simplejos 


Vamos a estudiar los problemas de numeración en el simplejo asociado a un conjunto E, con 
n elementos. La Figura 10-14 representa el simplejo asociado al conjunto con 4 elementos 
E = (a, b, c, d). 


1. Las ordenaciones de n elementos, tomados de p en p. corresponden a los caminos 
que partiendo del conjunto $ terminan en una parte situada en el nivel p. Así, en la Figura 10-14 
existen seis caminos que terminan en (a, b, c); cada uno corresponde a una ordenación: los 
3 elementos a, b, c, se encuentran en el trayecto, en el orden que tienen en la ordenación. Como 
en el nivel 3 se encuentran 4 partes, 


07=6x4=24 
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Nivel 4. 


Nivel 3 


ye 
Nivel 2 10,0),2 


Figura 10-14 


2. Las permutaciones corresponden a los caminos que unen el conjunto ¿ con el con- 
junto £. En la Figura 10-14 hay 24 caminos, que van de p a E; P, = 24. 

3. Las combinaciones de n elementos tomados de p en p son los subconjuntos situados 
en el nivel p. En la Figura 10-14, C¿ es el número de subconjuntos situados en el nivel 3; son 
Cd=4 

Razonando por inducción sobre n, el número de elementos del conjunto E, la construc- 
ción del simplejo P(E) permite hallar los resultados anteriores. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


[Problema 10-17 Una palabra es una sucesión de letras. Con cinco letras, a, b, c, d, e, 


¿Cuántas palabras distintas de tres letras se pueden formar, para las cuales: a) Las tres letras 
sean distintas. b) Dos letras, por lo menos, sean idénticas? 


Esoluci Una palabra en la cual las tres letras son distintas, es una ordenación de las tres letras ele- 
gidas de las cinco que se dan. Su número es: 


03 =5-4:3=60 


Una palabra, en la cual las letras se pueden repetir, se puede considerar como una aplicación del conjun- 
to (1,2, 3) en (a, b, c, d, ej. Por tanto, hay: 


$ = 125 
Entonces el número de palabras de tres letras, en las cuales dos por lo menos son idénticas, es: 


125 — 60 = 65 


[Problema 10-21 Con un juego de 32 cartas, ¿cuántas «manos» de 8 cartas, que conten- 


gan dos reyes, se pueden formar? 


Se Para obtener todas las combinaciones pedidas es suficiente: formar una «mano» de 6 cartas 
tomadas de las 28 restantes cuando se han sacado los 4 reyes y después agregar a cada «mano» dos reyes 
tomados de los 4. 

El número de combinaciones de la primera clase es CÍ¿. A cada una le corresponden C¿ maneras de 
agregar dos reyes. Entonces el número de «manos» pedidas es: 


28-27-26-25-24-23 4-3 
A ÓN 
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De 20 personas, 10 leen una revista A, 8 leen una revista B y 3 leen dos 
revistas. ¿De cuántas maneras diferentes se pueden elegir las 5 personas de las 20 si: 1. Cada 
una de las 5 personas lee por lo menos una revista. 2. Tres de ellas leen la revista A, las otras 
2 leen la revista B y cada una de ellas lee únicamente una revista. 3. Tres de ellas leen por lo 
menos la revista 4? 


4 Solución Las 20 personas se pueden repartir en cuatro grupos: 
a) Las que leen la revista A y B.. . 3 personas. 
b) Las que no leen la revista Á. 7 personas. 


8-— 3 = 5 personas. 
. 20 — 15 = 5 personas. 


c) Las que no leen la revista B. 
d) Las que no leen ni A ni B... 


Si U representa el conjunto de las 20 personas, y a y b representan, respectivamente, los conjuntos de * 
personas que leen la revista A y las que leen la revista B, entonces los cuatro grupos anteriores son: 


ab, a—b,b=a, U-(aUb) 


1. Si la primera condición se satisface, las 5 personas se eligen de a U bh. El número de combinacio- 
nes es: 


4-13-12:11 


= 3.003 
2 y 


15 
Cis = 


1 


2. Si la segunda condición se satisface, 3 personas se eligen de (a — b) y las 2 restantes de (b — a). 
Para cada una de las combinaciones de las 3 personas que leen A hay C¿ combinaciones de 2 personas que 
no leen a B. El número total es entonces 


Ci =35 x 10 = 350 
3. La tercera condición se satisface en los siguientes casos: 

3 personas leen a A 

4 personas leen a A 


las 5 personas leen a A 


En este caso nos interesan únicamente los conjuntos a y (U — a). Entonces, como en la pregunta anterior, 
se obtiene 
Clio" Cio = 120 x 45= 5400 para el primer caso 


Cio Cly = 210 x 10=2100 para el segundo caso 
Cjp = 252 para el último caso 


En total hay 5400 + 2100 + 252 = 7752 maneras diferentes de elegir las 5 personas. respetando la últi- 
ma condición. 


: Considere el grafo de la siguiente figura, en la cual las trayectorias 
siguen el sentido de las flechas. Calcule el número de trayectorias que salen de un punto a otro, 
respetando determinadas condiciones: 

1. Determine el número de trayectorias que hay de (0, 0) a (n, p). 

2. ¿Bajo qué condición se puede ir del punto (i, j) al punto (n, p)? Si se satisface dicha 
condición, ¿cuántas trayectorias hay entre los dos puntos? 

3. Entre las posibles trayectorias que unen el punto (0, 0) con (7, 4), ¿cuántas pasan por 
el punto (4, 3)?, ¿por el punto (2, 1)?, ¿por los dos puntos?, ¿por lo menos por uno de los dos 
puntos? ¿Cuántas trayectorias no pasan por los dos puntos? 
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Figura 10-15 


1. Para ir del punto (0, 0) al punto (n, p) se tienen que recorrer n flechas, entonces p debe tomar la di- 
rección de la derecha. El número de trayectorias posibles es C?. Observe lo siguiente: para ir de (0, 0) a (n, p) 
es necesario pasar de antemano por (n — 1, p) o por (n — 1, p — 1). Sea T? el número de trayectorias que 
van de (0,0) a (n, p), entonces se tiene la relación de recurrencia 

Te = Tha + Til 


Si sobre cada punto del grafo se anota el número de trayectorias que parten de (0, 0) y llegan al punto con- 
siderado, se obtiene el triángulo de Pascal. 
2. Parairde (i, j)a(n, p) esnecesarioquei<nyj<p. Haciendo n»n =n—iyp =p-j, 
el número de trayectorias que van de (i, j) a (n, p) es igual al número de trayectorias que van de (0, 0) a 
(n', p”); esa transformación equivale a trasladar el origen al punto (i, 7). El número de trayectorias que une 
los dos puntos es: 
CR =CI] sii<mj<p y p-j<n-i 


3. El número de trayectorias que unen el origen y (7, 4) y que pasan por (2, 1) es igual al producto 
de las trayectorias que van de (0, 0) a (2, 1) por el número de trayectorias que van de (2, 1) a (7, 4) 


Cl1-C3=20 
De la misma manera el número de trayectorias que pasan por (4, 3) es 
C3-Cj =12 
El número de trayectorias que pasan por los dos puntos es 
C1-C3-C3=6 
Si a y b son dos conjuntos finitos, sabemos que 
card (a U b) = card (a) + card (b) — card (a N b) 
El número de trayectorias que pasan por lo menos por uno de los dos puntos es 
20+ 12-6=26 


Como hay Cf = 35 trayectorias que parten de (0, 0) y terminan en (7, 4), hay 35 — 26 = 9 trayecto- 
rias que no pasan ni por (2, 1) ni por (4, 3). 
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EErSbIema 109] En una carrera de 15 caballos, ¿cuántas posibilidades existen de que 


3 caballos lleguen los primeros, eniendo en cuenta el orden? 


Sea I, = (1,2, 3) el conjunto de las 3 posiciones, E = fa, b, ..., 1,0) el conjunto de 


los 15 caballos. 

Se trata de asignar un número (y uno solo) a 3 elementos de E. El problema se reduce entonces a de- 
terminar el número de inyecciones de 7, en E. Como existen 15 maneras de asignar el número 1, una de tales 
posibilidades se eligió como lo muestra la Figura 10-16; quedan 14 posibilidades de asignar el número 2; 
15 x 14 es el número de posibilidades de asignar los números 1 y 2. La Figura 10-17 muestra a los núme- 


ros 1 y 2 asignados. 


.a .a 
1. b 1 ————>0 b 
a ec 
ed 
2e ed 2 ie 
e en Je n 
.o .o 

Figura 10-16 Figura 10-17 Figura 10-18 


Una vez asignados los números 1 y 2 quedan 13 posibilidades de asignar el número 3. Entonces existen 
15 x 14 x 13 = 2730 «llegadas posibles». Existen 2730 inyecciones de /, en E. La Figura 10-18 muestra 
una de las posibles 2730 inyecciones (trazado continuo) y para la cual (1) = b, 2) =n, f3) = d. 


EProblema 10-87 En una carrera de 15 caballos, ¿cuántas son las posibles llegadas de 


los 15 caballos? 


E Sea 1,5 el conjunto de las 15 posiciones y E = (a, b, c,...., 0) el conjunto de los 15 caballos. 
Se trata ae asignar un número, y uno solo, a los 15 elementos de £. Una «llegada» es, por tanto, el re- 
sultado de una inyección de 7, , en E, y como los dos conjuntos /, 5 y E son equipotentes, el resultado es una 
biyección de /,5 en E. Entonces existen 15 x 14 x 13 x,...,x 2 x 1 posibilidades. 

La Figura 10-19 muestra una biyección de /, en el conjunto E = (a, b, c) de tres elementos, y la Figu- 
ra 10-20 muestra las 3 x 2 x 1= 6 biyecciones posibles. 


1 a 1e—s+.lo 1 e Y a 1—+.'c E 1 a 
A 2. b A e ó. 2 b 2 b 
3 e o AS E 3 e $ ce 3— peo 3 e 


Figura 10-19 Figura 10-20 


¿Cuántas delegaciones diferentes se pueden formar de 3 personas ele- 
gidas de un conjunto de 15? 
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El número de ordenaciones de 15 personas tomadas de 3 en 3 son O]s. Toda biyección de 
una ordenación sobre sí misma da la misma delegación. Para cada ordenación existen 3! permutaciones. 
El número de delegaciones de 3 personas es 


Ols 15-14-13 
Bn" 3 


¿Problema 10-81 Determine el número de palabras de cinco letras diferentes que se 


pueden construir. 


= 455 


PP. 


Díl Existen 29 elecciones para la primera letra, 29 para la segunda, etc. Entonces el número 
total de palabras de cinco letras es 29 - 29 - 29 - 29 - 29 = 20.511.149, 


Un saco contiene dos bolas rojas, una amarilla y una verde. Las bolas se 
van sacando en sucesión sin remplazarlas hasta que se obtiene una verde y entonces no se sacan 
más. ¿Cuántas posibilidades existen para la sucesión de bolas que se sacan? 


La Figura 10-21 muestra el árbol. Se tiene interés en el color. Así, desde el comienzo, se 
tienen tres ramas, para los tres colores en la primera etapa. Si la bola verde se obtiene en Ja primera etapa, 
se termina el proceso. 


R A 
:——O 
A 


Figura 10-21 


En dicha figura esta posibilidad se representa por un círculo en la primera etapa. Es un punto extremo. 
Si salió la bola roja en la primera sacada, quedan bolas de los tres colores en el saco para la segunda elec- 
ción. Si se selecciona la amarilla en la primera elección, quedan bolas de dos colores únicamente: rojo y verde, 
El árbol se continúa de esta manera. Una trayectoria termina tan pronto se obtiene V. Como hay nueve puntos 
extremos con círculo, existen nueve posibilidades para la sucesión de colores de las bolas que se seleccionaron. 


Nota 1. Observe que este árbol no es simétrico. 


Nota 2. Cuando se resuelven problemas de contar, a veces se presenta dificultad cuando hay que sumar y 
cuando hay que multiplicar números. Para resolver este inconveniente, vea si la palabra que relaciona los 
números es o (en sentido exclusivo), en este caso sume, y si la palabra que relaciona los números es y, mul- 
tiplíquelos. Los siguientes problemas ilustran este procedimiento. 


Problema 
suceder? 


10-107 Una moneda o un dado, se lanzan, pero no ambos. ¿Qué puede 


Z 
"Solución La Figura 10-22 muestra el árbol correspondiente. El árbol tiene 6 + 2 = 8 trayectorias, 
cada una representa una posibilidad. 
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1 
Cc 2 
3 
Ss 
S 4 
1 5 
2 6 
3 1 
SE a 
3 
5 S 4 
5 
6 
Figura 10-22 Figura 10-23 


EProbiema 10-11] Una moneda y un dado se lanzan. ¿Qué puede suceder? 


La Figura 10-23 es el árbol correspondiente y tiene 2 - 6 = 12 trayectorias. Cada una re- 
presenta una posibilidad. 


[Problema 10-12] Calcule (0, 139, 


10, 1,49 = [f(a, 0), (6, 0)), [(a, 0), (b, 1)), [(a, 1), (6, 0)), (la, 1), (6, 1))),. que es un 
col junto con cuatro elementos. 


EProbiema 10-13] Considere el conjunto Us= (1, 2, 3, 4, 5) con cinco elementos. Por 


medio de una tabla verificar que ) = () = 10. 


Si A es un subconjunto de U, con 3 elementos, entonces U — A contiene 2 elementos. 
Por tanto, el número de subconjuntos con 3 elementos debe ser igua] al número de subconjuntos con 2 ele- 


mentos, es decir, (5) = E) = 10. La Tabla 10-2 muestra los subconjuntos. 


Tabla 10-2 
A U-A Á | U-— A 
137 | 43 | 015391 23 
(1, 2, 4) 685 |234 | (15 
(1, 2, 5) 64 (2,3, 5) (1,4) 
(1,3, 4) (2, 5) (2, 4,5) (1,3) 
1359 | 24 | 645 | 12) 


EProblema 10-14* Un club tiene 9 miembros y se desea seleccionar un comité de diversio- 


nes de 3 personas. ¿Cuántas posibilidades existen de elegir este comité? 
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El problema lo que pide es determinar el número de subconjuntos diferentes con 3 elementos 


que se pueden formar de un conjunto con 9 elementos. Por uno de los teoremas anteriores, sabemos que 
este número es 


()- 91 _9-8:7:6:5-4:3-2-1_9-8- 
3) 3193) 3-2-1-6:5:4:-3:-2-1 3-2- 


En el problema anterior suponga que las señoras Ana y Mary no deben 
ambas formar parte del comité de diversiones porque no se entienden. ¿Cuántas posibilida- 
des existen de formar el comité? 


- Solución - , . : : 

s3 pas 1. El comité debe contener a una de estas señoras o ninguna de ellas. Esto nos dice que 
estamos en una situación «o» y, por tanto, debemos sumar los comités que contienen una de las señoras 
al número de comités que no contienen ninguna de las dos señoras. 


es < as 2 ES 
Para formar el comité que contiene a una de las señoras, se puede hacer en ( maneras, y seleccio- 
7 3 
nar 2 personas de las 7 restantes, lo cual se puede hacer en ( maneras. En este caso estamos en una si- 


tuación «y» y, por tanto, debemos multiplicar; así que el número de comités es ( > 168) =/42: Pára Tor 


mar un comité que no contenga a Ana ni a Mary se deben elegir 3 personas de las 7 restantes, que se puede 
hacer en LE = 35 maneras. 

Sumando se obtiene: 42 + 35 = 77. 

2. Ana y Mary no deben pertenecer al mismo comité, Un comité que contenga a Ana y Mary queda 
determinado por el otro miembro y hay id posibilidades de elegir este miembro. Por tanto, existen 7 co- 


mités que no se permiten. Restando este número del número posible de comités se obtienen los comités que 
se aceptan, es decir, 84 — 7 = 77. 


o 5E0E5Rgqm 
ae ma 10- Una madre que tiene 8 niños desea enviar 3 a la tienda, 2 a que laven 
los platos y los otros 3 a jugar. ¿De cuántas maneras puede dividir los niños? 


: Solución 


E da a 8 
La madre puede seleccionar los 3 niños que van a la tienda en le maneras y puede se- 


S 5 E p ; 
leccionar los que lavan los platos en [e maneras. No es necesario que seleccione los que van a jugar, porque 


son los niños que sobran. Como es una situación «y», se debe multiplicar 
IVEIVE] 
006 =56:10-1 = 560 


E Problema z ¿Cuántas palabras de 7 letras se pueden formar empleando las letras 
de la palabra «Benzene»? 


Solución Se trata de hallar el número de permutaciones de las 7 letras, 3 de las cuales son iguales (e) 
y dos iguales (n). Teniendo en cuenta el resultado general del problema anterior, existen 


7 
311 — 20 palabras 
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¿De cuántas maneras se pueden elegir en sucesión 3 cartas de una 
baraja de 52, a) con remplazo; b) sin remplazo? 


a) Si cada carta se remplaza antes de elegir la siguiente, el problema se reduce a deter- 
minar el número de aplicaciones del conjunto A con 3 elementos en el conjunto B con 52 elementos, o sea, 


52-52-52 = 52% = 140.608 maneras posibles 


b) Si las cartas no se remplazan el problema se reduce a calcular el número de inyecciones de un con- 
junto con 3 elementos en otro con 52 elementos, o sea, 


52-51 - 50 = 132.600 maneras posibles 


En los siguientes problemas se da su solución convencional; traduzca la solución al lenguaje conjuntista. 


Si las repeticiones no se permiten, a) ¿cuántos números se pueden for- 
mar con 3 dígitos con los seis dígitos 2, 3, 5, 6, 7 y 9?; b) ¿cuántos de estos números son menores 
que 400?; c) ¿cuántos son pares?; d) ¿cuántos son impares?; e) ¿cuántos son múltiplos de 5? 


des 


a) El número de 3 dígitos se puede representar por el diagrama: O O O. 


El dígito de la izquierda se puede llenar de 6 maneras; el de la mitad, de 5, y el último de 4. Entonces 
existen 


6-5-4= 120 números 


b) El dígito de la izquierda se puede llenar de 2 maneras, por 2 y 3, porque cada número debe ser menor 
que 400; el de la mitad, de 5 maneras, y el último, de 4. Entonces existen 


2-5-4= 40 números 


c) El dígito de la derecha puede ser 2 o 6, porque son los únicos pares; el de la mitad se puede llenar 
de 4 maneras y el de la izquierda de 4. Entonces existen 


5-4-2 = 40 números 


d) El lugar de la derecha se puede llenar de 4 maneras, por 3, 5, 7 o 9, porque son los impares; el de 
la mitad, de 4 maneras, y el de la izquierda, de 5. Entonces existen 


5-4-4= 80 números 


e) El único dígito de la derecha es 5, porque es el único múltiplo de 5; el de la mitad, de 4 maneras, 
y el de la izquierda, de 5. Entonces existen 


5-4-1= 20 números 


Resuelva el problema anterior si se permiten las repeticiones. 


mz 2 EL 


¿Solución — .) 216; 5) 72; c) 72; d) 144; e) 36. 


R2EL£Z a) ¿De cuántas maneras 3 niños y 2 niñas se pueden sentar en una 
fila? b) ¿De cuántas maneras se pueden sentar si no se mezclan? c) ¿De cuántas maneras se 
pueden sentar si las dos niñas deben permanecer juntas? 
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2 a) Las cinco personas se pueden sentar en una fila en 
5-4-3-2-1= 120 maneras 


b) Existen dos maneras de distribuirlos según el sexo: NNNMM o MMNNN. En cada caso, los niños 
se pueden sentar en 3 - 2 - 1 = 6 maneras y las niñas en 2 - 1 > 2 maneras. Al juntarlos, hay 2 : 3/2! =2-6-2 
= 24 maneras. 

c) Hay 4 maneras de distribuirlos según el sexo: MMNNN, NMMNN, NNMMN, NNNMM. A cada 
una de estas posibilidades le corresponden los números 0, 1, 2 0 3, de niños que se sientañ a la izquierda de 
las niñas. En cada caso, los niños se pueden sentar en 3! maneras y las niñas en 2! maneras. Juntos lo pueden 
hacer en 4 - 312! = 4: 6-2 = 48 maneras. 


Resuelva el problema anterior en el caso de que se tengan r niños y 


s niñas. 


- Solución - a) Las r + 5 personas se pueden sentar en una fila en (7 + s)! maneras. 

b) Existen dos maneras de distribuirlos según el sexo, los niños a la izquierda o las niñas a la izquier- 
da. En cada caso los niños se pueden sentar en r! maneras y las niñas en s! maneras. Juntos, en 2 + r!s! ma- 
Nneras. 

c) Existen r + 1 posibilidades de distribuirlos según el sexo, cada posibilidad corresponde al núme- 
ro 0, 1,2, ..., r, de niños que se sientan a la izquierda de las niñas. En cada caso los niños se pueden sen- 
tar en r! maneras y las niñas en s! maneras. Juntos en (r + 1)-r!-s! maneras, 


[Problema 10-23" ¿De cuántas maneras se pueden ordenar 4 libros de matemáticas, 


3 de historia, 3 de química y 2 de sociología, en un estante, de manera que los libros de la mis- 
ma materia estén juntos? 


Esolución — Primero los libros se deben ordenar en cuatro unidades según la materia: DO O O O. La 
caja de la izquierda se puede llenar con una de las cuatro materias, la siguiente con las tres restantes, la si— 
guiente con las dos restantes y la última con la que sobra. Así, existen 4- 3 - 2 * 1 = 4! maneras de ordenar 


los libros según la materia. Los de matemáticas se pueden ordenar en 4! maneras, los de historia en 3! ma- 
neras, los de química en 3! maneras, los de sociología en 2! maneras. Juntos en 414131312! = 41.472 orde- 


naciones. 


. Halle el número total de enteros positivos que se pueden formar 
con los dígitos 1, 2, 3 y 4, si no se repite ningún dígito en los números. 


Ningún entero puede contener más de cuatro dígitos. Sean s,, sz, 53, 54 el número de ente- 
ros que contienen los dígitos 1, 2, 3 y 4. Se van a calcular individualmente: como hay cuatro dígitos, exis- 
ten cuatro enteros que contienen un solo dígito, es decir s, = 4. Como hay cuatro dígitos, existen 4-3 = 12 
enteros que contienen dos dígitos, es decir, s, = 12. Hay 4-3 +2 = 24 enteros que contienen tres dígitos 
y 4-3-2-1 = 2 enteros que contienen un dígito, es decir, sy = 24 y s, = 24, Entonces existen s, + sz + 
$ +5 =4+ 12 + 24 + 24 = 64 enteros. 


10-251 Un saco contiene 6 bolas blancas y 5 negras. Halle el número de 
posibilidades para sacar 4 bolas del saco si: a) son de cualquier color; 5) dos blancas y dos 
negras; c) todas del mismo color. 


“Solución | a) Las 4 bolas de cualquier color se pueden elegir de las 11 bolas en (0 =11-10- 


9-8/1-2-3-4 = 330 posibilidades. 
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b) Dos bolas blancas se pueden elegir en (6) maneras, y 2 negras de E) maneras. Existen 


6y (5 6-5:5-4 . 
E) (6) “iia 150 maneras de elegir 2 bolas blancas y 2 negras. 


c) Existen e = 15 maneras de sacar 4 bolas blancas y () = $5 maneras de sacar 4 bolas negras. 


Es decir, 15 + 5 = 20 maneras de elegir 4 bolas del mismo color. 


Se dan 12 puntos en el plano A, B, ..., con la condición de que 
3 puntos no estén en línea recta. a) ¿Cuántas rectas determinan los puntos? hb) ¿Cuántas de 
estas rectas pasan por el punto 4? c) ¿Cuántos triángulos determinan los puntos? d) ¿Cuántos 
de los triángulos contienen el punto A como vértice? 


a) Como 2 puntos determinan una recta, existen ( ES ) = 66 rectas. 


sE 
b) Para determinar una recta que pase por A, se debe elegir otro punto, entonces existen 11 rectas que 
pasan por A. 
c) Como 3 puntos determinan un triángulo, existen e = 220 triángulos. 
d) Para determinar un triángulo con vértice en A, es necesario elegir otros 2 puntos, entonces existen 


les, = 55 triángulos con vértice en A. 


"Problema 10-27 | Un estudiante debe contestar 8 de 10 preguntas de un examen. 


a) ¿Cuántas posibilidades tiene? bh) ¿Cuántas si debe contestar las 3 primeras? c) ¿Cuántas si 
debe contestar por lo menos 4 de las 5 primeras? 


10 
8 
_b) Si contesta las 3 primeras preguntas puede elegir las otras 5 preguntas de las últimas 7, en 


4) = 21 maneras. 


3 
a) Las 8 preguntas se pueden seleccionar en ( ) = 45 maneras. 


c) Si contesta las.5 primeras puede elegir las 3 restantes de las últimas 5 en E) = 10 maneras. Si 
contesta 4 de las 5 primeras preguntas, entonces éstas las puede elegir en ) = 5 maneras, y las otras 4 


de las 5 últimas en () = 5 maneras; por tanto, puede elegir las 8 preguntas en 5 - 5 = 25 maneras. Así 


tiene un total de 35 posibilidades. 


pes Ta 
Pro E 


+ ¿Cuántas diagonales tiene un polígono regular de n lados? 


¿Solución El polígono regular de n lados tiene n vértices. Dos vértices cualesquiera determinan un 
lado o una diagonal. Así, hay ) = n(n — 1)/2 lados más diagonales. Pero como hay n lados, entonces 
existen 


Nm—D_, 0-3) 
2 


diagonales 
2 di 
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pe 
úl 1-29 Considere 4 vocales incluyendo la a y 8 consonantes incluyendo la b. 
a) ¿Cuántas palabras de 5 letras, que contengan 2 vocales diferentes y 3 consonantes distintas, 
se pueden formar con las letras? b) ¿Cuántas de ellas contienen a b? c) ¿Cuántas de ellas em- 
piezan con b? d) ¿Cuántas de ellas empiezan con a y contienen a b? 


o > 
Solución Existen (a) posibilidades de seleccionar las 2 vocales de las 4 vocales y (5) pois 


bilidades de seleccionar las 3 consonantes de las 8 consonantes. Además, cada palabra de 5 letras se puede 
ordenar en una fila en 5! maneras. Entonces se pueden formar 


less 6) +5! =6-:56-120 = 40.320 palabras 


b) Las 2 vocales se pueden seleccionar en le 


:) maneras. Como b es una de las consonantes, las otras 


2 se pueden seleccionar de las 7 restantes en () maneras, Cada palabra se puede ordenar de 5! maneras, 


2 
Entonces se pueden formar 


6) 4 0) - 5! =5:21- 120 = 15.120 palabras que contienen la b 


c) Existen (2) posibilidades de elegir las 2 vocales y 9) posibilidades de seleccionar las otras 2 con- 


sonantes. Las 4 letras se pueden ordenar a continuación de b, en 4! maneras. Entonces se pueden formar 
4 7 se 
2) (2 +41 =6-21:24 = 3024 palabras que empiezan con b 


d) La otra vocal se puede elegir de 3 maneras y las 3 consonantes de (5) maneras. Las 4 letras se pueden 


ordenar a continuación de a en 4! maneras. Es decir, se pueden formar 


3- (2) :41=3-21-24 = 1512 palabras empiezan con a y contienen a b 


= ¿De cuántas maneras se pueden elegir 3 o más personas de un grupo 


de 12 personas? 


Solución Existen 2'? — 1 = 4096 — 1 = 4095 posibilidades de elegir una o más de las 12 personas. 
12 


¿ 12 
Sais (52) + (£ 
4096 — 78 = 4018 posibilidades de elegir 3 o más personas. 


) = 12 + 66 = 78 posibilidades de elegir 1 o 2 de las 12 personas. Entonces hay 


REPARTOS 


Recordemos la siguiente definición. Una partición de un conjunto X' es una subdivisión de X 
en subconjuntos, que son disjuntos, y cuya unión es X. En otras palabras: la familia (4,, Az,..., 
A,) de subconjuntos de X es un reparto de X, ssi: 


a) X=4,U4A¿U-*UAs 5A4MA=0 147 


Por ejemplo, si Y = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), la familia ((1, 2), (3, 4, 5). (6, 7, 8)) de sub- 
conjuntos de X es un reparto. 
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SiG = (4, 42, ---, An) y O = [B,, B,, ..., Bn) son dos repartos 
del conjunto X, entonces el reparto-intersección C= A;NM Bj; A¡eQ y B,€e GB, es un repar- 
to de X. 


Sea x e X. Entonces x pertenece a algún A;, y a algún B,,, porque G y B son repartos de X. 
Así x€ Aj, N B,, y, por tanto, pertenece a un elemento del reparto C. 
Porotra parte, suponga que x € Aj, N By, Y x € As, MN B;,. Entonces x € Aj, y x € Aj, de donde A;, = A;,». 
puesto que G es un reparto de X. Análogamente, B,, = B,,. Entonces Aj, N Bj, = As, NM By, y, por tanto, 
reparto C es un reparto de X. 


Ejemplo 10-7. Si X= (1,2, 3,4, 5, 6, 7, 8), considere los repartos G = ((1, 2, 3, 4), (5), 
(5, 6, 7, 8)) y f(1, 2), (3, 4, 5), (6, 7, 8)) de X. El reparto-intersección es 


Así, el reparto-intersección es ((1, 2), (3, 4), (5), (6, 7, 8), f) o simplemente ((1, 2), 
(3, 4), (5), (6, 7, 8)). 


REPARTOS ORDENADOS 


Suponga que una urna contiene 7 bolas, numeradas del 1 al 7. Se desea calcular el número de 
posibilidades de sacar primero 2 bolas de la urna, después 3 y finalmente 2. En otras palabras: 
se quiere calcular el número de repartos ordenados 


(4;, Az, Az) 


del conjunto de las 7 bolas en subconjuntos: A, con 2 bolas, A, con 3 y Az con 2. A éstos los 
llamamos repartos ordenados, porque se hace distinción entre las familias 


(13, B,45, (67) y (6,7), 6,4 5), (1, 2) 


que determinan la misma partición de A. 
Existen () posibilidades de elegir las primeras 2 bolas; ( 5) de elegir las 3 siguientes y 


(5) de elegir las 2 últimas. 


Entonces el número de repartos ordenados, diferentes y posibles de A en subconjuntos 
A,, Az, Az, SON: 
7 (5) 16) e MASA 
(2) 20) rara 


El resultado anterior se puede generalizar en el siguiente teorema: 


Teorema. Sea A un conjunto con n elementos. Sean n,, nm, ..., n, enteros positivos tales 
que n, + 1, +++: +n,= m. Entonces existen 

n n—.n; e a OS BE 

a, 7 My n, 
repartos ordenados y diferentes, de la forma (4,, A7, ..., A,). A, contiene n, elementos, A 


contiene n, elementos, ..., A,,n, elementos. 
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Nota. La demostración de este teorema corresponde al Ejercicio 13 y para ello tenga en 


cuenta que 
alla ll a 
UN M2 M3 A, 
n! . (n — n,)! (1—n, —n,)! o n! 
na Un—a)! n (n—a, —n)! nin—2»n —n—1n)! nn! nm!n!...,n! 


PROBLEMAS RESUELTOS 


e ¿De cuántas maneras se pueden repartir 7 juguetes entre 3 niños si al 
más joven se le dan 3 y a los restantes de a 2? 


El número de particiones ordenadas de los 7 objetos en subconjuntos con 3, 2 y 2 ele- 
sicatos, respectivamente, según el teorema anterior son: 


ñ 
327 210 repartos 


+ En una clase hay 12 estudiantes. ¿De cuántas maneras pueden los 
2 estudiantes resolver 3 tests diferentes si 4 estudiantes toman cada test. 


Sol + Se quiere hallar el número de particiones de los 12 estudiantes en subconjuntos de 4 es- 
tudiantes cada uno. Por el teorema anterior este número es: 


12! 


arar = 34.650 repartos 


¿De cuántas maneras se pueden dividir 6 estudiantes: a) para formar 
2 equipos con 3 estudiantes cada uno; b) 3 equipos con 2 estudiantes cada uno? 


++, = 20 repartos ordenados de 2 subconjuntos cada uno y con 3 elementos. 


Como cada partición, sin tener. en cuenta el orden, determina 2! = 2 repartos ordenados, existen 20/2 = 10 
repartos donde no A tiene en cuenta el orden. 


b) Existen =— E 90 repartos ordenados de 3 subconjuntos con 2 estudiantes cada uno. Como cada 


reparto sin ordenar determina 3! = 6 repartos ordenados, hay 90/6 = 15 repartos sin orden. 


E ¿De cuántas maneras se puede dividir una clase X de 10 estudiantes 
para formar 4 equipos A,, Az, B,, B,, si los dos primeros contienen 2 estudiantes y los dos 
últimos 3? 


= 25.200 repartos ordenados de X en 4 subconjuntos con 2, 2, 3 y 3 


estudiantes, respectivamente. Cada reparto desordenado (4,, 4), B,, B,) de X determina 2!- 2! = 4 re- 
—partos ordenados de Y. Asi, existen 25.200/4 = 6300 repartos desordenados. 
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2. Existen (2) maneras de elegir 4 estudiantes que formen los equipos A, y A, y 3 maneras en que 


los 4 estudiantes se pueden dividir en dos equipos con 2 estudiantes cada uno. Por el problema anterior, exis- 
ten 10 maneras de dividir los 6 estudiantes restantes en 2 equipos con 3 estudiantes cada uno. Entonces existen 


(o) -3-10=210-3- 10 = 6300 maneras de repartir los estudiantes 


Perera ' 
Problema 10-36 a) ¿De cuántas maneras se puede dividir en dos subconjuntos un 
conjunto X con 10 elementos? b) ¿Cuántos equipos se pueden formar con un conjunto de 10 es- 
tudiantes? 


Solución - .) cada subconjunto 4 de X determina un reparto ordenado (A, [4] de Y y, por tanto, 
existen 2!% = 1024 repartos ordenados. Cada reparto desordenado [A, B) determina dos repartos orde- 
nados (A, B) y (B, A); por tanto, existen 1024/2 = 512 repartos desordenados. 

b) Suponga que cada equipo puede contener por lo menos un estudiante, entonces no se acepta un equipo 
con 10 estudiantes y el otro equipo con ninguno. Entonces existen 512 — 1 = 511 posibles equipos. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Un saco contiene una bola roja, una amarilla y una verde. Las bolas se sacan en sucesión, sin devol- 
verlas al saco, hasta que quede vacío. ¿Cuáles son las posibles sucesiones de colores que se obtienen? 


Resp.: 3! =6. 
2. Un saco contiene dos bolas rojas, una amarilla y una verde. Las bolas se sacan en sucesión, sin rempla- 


zarlas, hasta que se obtenga una bola roja. ¿Cuántas posibilidades existen de formar sucesiones de 
colores con las bolas que se sacan? Dibuje un árbol. Resp.: 5 


3. El nacimiento de Bill es en marzo o abril. ¿Cuántas posibilidades existen para su fecha de nacimiento? 
Resp.:  6l. 


4. Se lanza un dado. Si resulta un número par, el dado se lanza de nuevo, mientras que si resulta un nú- 
mero impar, se lanza una moneda. ¿Qué puede suceder? 


5. ¿Cuántas posibilidades existen al lanzar una moneda dos veces, tres, cuatro, ..., ” veces? 


Resp.: 4, 8, 16, 2”. 


6. Hay 12 bolas en una urna. ¿De cuántas maneras se pueden sacar 3 bolas de la urna cuatro veces en 
sucesión? 


169.600. 


ETE 


7. ¿De cuántas maneras distinguibles se pueden ordenar dos vasos blancos y dos negros en una fila? 
Dibuje un árbol. Resp.: 6. 


8. Sea A= (1,2, 3, 4, 5, 6). a) ¿Cuántos subconjuntos de A no contienen números impares? 6) ¿Cuán- 
tos subconjuntos de A contienen por lo menos un número impar? c) ¿Cuántos subconjuntos de A 
contienen por lo menos un número par y uno impar? 

Resp.: a) 2% =18; b) 126; c)22-2-2+1=49, 


9. Sea A=(0,1), B=(1,2,3) y C= (2,3, 4, 5). Halle el número de elementos de los siguientes 
conjuntos: 
a) APOCO by Ax BY e) AX (Ad) Au”. 
Resp.: a) 2 =4; b)6*=216; c) 2(2%)=16; d) 2 =64, 
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10. 


a. 


12. 


13. 


14. 


15. 


16. 


A 


18. 


19. 


20. 


21. 


24. 


25. 
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El siguiente conjunto ((3, 0), (1, 1), (2, 0), (5, 0), (—1, 1)) es la función característica del subconjun- 
to S de un conjunto A; halle S y A. Resp.: S=(1, —1), A= (3,1,2,5, —1). 


¿Cuántas posibilidades existen de formar un comité de cuatro personas elegidas de un grupo de seis 
hombres y seis mujeres, si el comité debe contener más hombres que mujeres? 


AS 


¿De cuántas maneras distinguibles se pueden colocar ocho elementos diferentes en tres cajas de ta- 
maños distintos? Generalice el resultado. Resp.: 3% = 6.561. 


Muestre que el número de posibilidades de colocar n objetos diferentes en r cajas diferentes, colo- 
cando n, en la primera, n, en la segunda, etc., con 1 +M+>*:+2,=M, es 


al, ml, 


¿De cuántas maneras distinguibles: a) se pueden ordenar seis bolas de color diferente en una fila; 
b) se pueden ordenar en una fila dos bolas blancas y dos negras, del mismo tamaño; c) se pueden or- 
denar en una fila tres bolas negras, dos blancas y una roja, del mismo tamaño? 


Resp.: a) 6!= 720, b) (e) = 15, c) 06) = 60. 


Muestre que si un conjunto finito U tiene un número impar de elementos, entonces U tiene el mismo 
número de subconjuntos que contienen un número par de elementos que el de subconjuntos con un 
número impar de elementos (cero se considera como un número par). 


Exprese en factoriales: x= n(n? — 1? — 4)? — 9). 
Simplifique n! — (m — 1)!; CPÍ1/CH; Chi] — Ch; CHH]— Col 
Muestre por inducción sobre n que E p-p!=(n+ 1)! — 1. 
p=1 
Calcule: S=14+3-C 432-024 +4 3P-CI4-> >: 431), 
" 
S'= E (-3PCH 
p=0 
Indicación. Desarrolle (1 + x)' y aplique a x= 3, —3. 


Calcule: (1 + 1Y y (1 — 1Y. 
Deduzca la expresión en función de n de: 


s=C0+Cl+ +05 y s=C0+C14+-"-+C 
Establezca que: Cf = (n/p)- C?7]. Calcule: Y p-CP. 
p=0 
Establezca que C2 + C,23 = Ch: CP con p<n<m. 


R suel: N, el siguiente sistema xyy Ge 
esuelva en N, el sigu: para x y) 40 =5eY7! 
Establezca que: CP = C?13 + 2097] + CP). 


En el producto (1 + xJ'(1 + xY', ¿cuál es el coeficiente del término x"”? expresado, empleando los 
numeros Cf (p=0, 1, ..., nm)? 


26. 


22. 
28. 


29. 


30. 


32. 


33. 


35. 


36. 
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38. 


39. 


40. 


41. 
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Deduzca el valor de S,,, = C2C2 + ==> 4 CP: CH? 4->- + CA7?C, 
mk 
Además, calcule: S, , = E EE 


=0 
Indicación. Traduzca los dos miembros de la igualdad (1 + xP(1 + xP = (1 +) 


Demuestre que: CP, = Ch + CHUCI+ "c++ CHIC ++ 4 Cf. 
Indicación. Traduzca los dos miembros de la igualdad (1 + x)"(1 + xP = (1 4x0" 


¿Cuál es el número de diagonales de un poligono de n lados? Resp.: Cin. 


En un plano se consideran seis puntos, tres de los cuales no están en linea recta. a) ¿Cuántas rectas 
determinan? b) ¿Cuál es el número de puntos nuevos que se obtiene por intersección de las rectas? 
Resp.: a) 15 rectas; b) 105 puntos de intersección dan 45 puntos nuevos. 


¿Cuántas combinaciones existen de 8 cartas extraídas de un juego de 32 cartas, que contengan: a) un 
rey; b) dos reyes? Resp.: a) 4Cig; b) Ci: Cóg. 


Sea E el conjunto (0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9) y F el conjunto (a, b, c, d, e, f, g, hj. ¿Cuántas combi- 
naciones diferentes que contengan 4 cifras y 3 letras se pueden formar? 
Resp.: Cío* Ci. 


Entre 100 y 1000, ¿cuántos números existen que tengan todas sus cifras diferentes? 


En un alfabeto con n letras, ¿cuántas palabras se pueden escribir que contengan 3 letras distintas? 
En un sistema de numeración base n, ¿cuántos números se pueden escribir y que contengan 3 cifras 
distintas? (Los números del tipo 012 no se tienen en cuenta.) 


¿Cuántos conjuntos existen de dos números x, y entre 2 y 100 si x + y y tales que (x + y) es un múl- 
tiplo de 4? 


¿Cuál es el número de sucesiones de p términos, estrictamente crecientes, que se pueden formar del 
conjunto E= (1,2,3,...,n) con p< n? 

Resp.: A una sucesión creciente estrictamente, con p términos, le corresponde un subconjunto de 
E con p elementos. Entonces el número es Cf. 


Un agente vendedor parte de una población A y debe pasar por las ciudades B, C, D y E. Constru- 
ya un árbol de las posibles trayectorias. Construya el árbol de las trayectorias, sabiendo que el ven- 
dedor debe pasar por C antes de ir a D. 


Un comerciante vende un artículo. En un viaje puede vender 0, 1 o 2 unidades. Al fina! del viaje tiene 
4 unidades del artículo en almacén. 

1. Construya el árbol que muestra la evolución de! stock pendiente para los tres viajes siguientes, 
sabiendo que el stock no se puede reaprovisionar durante ese periodo. 

2. ¿Cuántas posibilidades diferentes existen en las cuales el stock quede agotado al final de los 
tres viajes? 


Se lanza una moneda cinco veces seguidas y se anota si sale cara o cruz. Construya el árbol de las dis- 
tintas posibilidades. ¿En cuántos casos aparece «cara» por lo menos dos veces seguidas?, ¿por lo menos 
tres veces seguidas? 


Se tienen 13 monedas del mismo valor, y una de ellas, falsa, pesa menos que las demás. Muestre que 
con tres pesadas a lo más es posible determinar cuál es la moneda falsa. Construya el diagrama se- 
cuencial correspondiente. 


Un libro tiene 256 páginas y 12 capitulos. Muestre que al hacer ocho preguntas a las cuales se con- 
testa «sí» o «no», es posible determinar el número de la primera página del capítulo 5. 


En un taller, una pieza debe pasar por cinco máquinas A, B, C, D y E. 

1. ¿Cuántas trayectorias posibles existen si no se tiene en cuenta el orden de pasada por cada 
una de las máquinas? 

2. ¿Cuántas trayectorias posibles existen si la pieza debe pasar por A antes de pasar por B y D, 
y por C antes de pasar por E? Construya el diagrama secuencial correspondiente. 


Considere los números de cuatro cifras del sistema decimal; la primera cifra de la izquierda diferen- 
te de cero. ¿Cuántos de tales números existen en los cuales las cuatro cifras son diferentes? ¿Cuántos 
de tales números existen en los cuales dos de las cifras, por lo menos, son idénticas? 
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43. 


45. 


46. 


47. 


48. 


49. 


50. 
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Demuestre las fórmulas siguientes: O = OP_, + p+ OP]. 
Construya un triángulo análogo al triángulo de Pascal, cuyos términos son los diferentes valores 
de O? para n < 8. 


En un comité de diez personas, repartidas en dos grupos de cinco, se va a hacer una elección de un 
comité formado por un presidente, un vicepresidente y un secretario. a) ¿Cuántos comités diferentes 
se pueden formar con las diez personas? b) ¿Cuántos comités diferentes se pueden formar si el pre- 
sidente y el vicepresidente deben pertenecer a dos grupos diferentes? 


Se eligen cinco cartas de un juego de 32. ¿De cuántas maneras diferentes se puede hacer la elección 
si entre las cinco cartas hay: a) exactamente tres reyes; b) por lo menos tres reyes; c) dos corazones 
y dos picas; d) dos cartas de un color y tres de otro? 


Halle el valor de la relación C| + C3,/C3, si n tiende a infinito. Demuestre las siguientes fórmulas: 


L. TAL BEA 
2 ACi=d:E a kezpsa 


2n)! 
Pruebe que: a) E reas, sr UY] 


— (ám)in! 

—2"[(2m)1P 

Halle sobre el triángulo de Pascal una manera simple de calcular la suma de los términos de una colum- 
na. Halle y demuestre la fórmula correspondiente. Aplique esa fórmula para calcular la suma de los 
n primeros números naturales. 


b) (Qn+ 1)Qn + 3)(Qn +5), ..., (4n — 3X4n — 1) 


Calcule con la ayuda de la fórmula del binomio: 


CO4+ C++ CO 4 + =2* 
GQ =E+A CANE = 


¿Se puede deducir la segunda fórmula a partir de la primera? 


Calcular, con la ayuda de la fórmula del binomio, las expresiones 


(xy) (a—=b?)* 

(1+2x) (a +b) 

(xy (2a +5) 
(a—3b)* 


Empleando la fórmula del binomio, calcular: 
(1,01) (1,99) 

(0,99) (9,99) 

(0,98) 


En las siguientes expresiones hallar el término que contiene a b”. 


(a+b)" ; (a+3b)" ;(2a-2b)" ; (a-b?)" 


CAPITULO ) Í 


Aplicaciones de la teoría de 
conjuntos 


ALGEBRA DE CONJUNTOS 


Hemos visto que determinados sistemas de las matemáticas están formados por conjuntos 
dotados de leyes de composición u operaciones (que son conjuntos) sobre esos conjuntos. 
En los capítulos anteriores se estudiaron las operaciones de «unión» e «intersección». El símbo- 
lo (f se definió como un medio de producir un nuevo conjunto a partir de un par de conjuntos 
dados. Si A y B son subconjuntos de un conjunto universal U, entonces 4 ( B, por definición, 
es un subconjunto de U. Dicho de otra manera: como A y B son elementos de P(U), el con- 
junto A ( B es también un elemento único de P(U). Pero esto implica que (| se puede con- 
siderar como una operación binaria sobre C(U), es decir, una aplicación de P(U) x P(U) 
en C(U). Como de costumbre, M[(A, B)] se representa por A N B y (4, B)e O(U) x C(U). 
Esto muestra que (”) es una operación. Algo similar podemos decir de |), mientras que (—) 
se puede considerar como una aplicación de C(U) en C(U) algunas veces llamada operación 
unaria. 

Las operaciones de unión, intersección y complementación tienen la propiedad de que 
(P(U) es cerrado para cada una de ellas. Esto es debido a la forma como se definieron dichos 
términos. ¿Existen subconjuntos propios de P(U) que sean cerrados para una o más de estas 
operaciones? Si es asi, podemos empezar a formar sistemas matemáticos, empleando las ope- 
raciones de conjuntos como operaciones. Tales sistemas son el objetivo de este capítulo. Vere- 
mos algunas aplicaciones al final del mismo. 

El primer sistema que estudiaremos se reduce a expresar la clausuratividad sobre una clase 
de subconjuntos. Sea U un conjunto universal no vacío. Un subconjunto no vacío ( de P(U) 
se llama un álgebra de subconjuntos si se verifican los siguientes axiomas: 


Axioma l. Si A, BeG, entonces AU BeG. 
Axioma 2. Si 4€G, entonces, [4 e R. 


En otras palabras, G es un álgebra si es clausurativa para las operaciones de unión y com- 
plementación. Observe que hemos definido un álgebra en términos de propiedades de perte- 
nencia en una clase de conjuntos. 

Por lo anterior, vemos que C(U) es un álgebra de conjuntos. El lector puede verificar sin 
dificultad que la clase ($, U) es también un álgebra. Así nos aseguramos de que no estamos 
hablando de un conjunto vacío. A continuación se dan algunos teoremas con relación al ál- 
gebra Q. 
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Teorema 1. Si A, BE G, entonces AN/BEG. 


Demostración. Suponga que A, Be G. Entonces [/4, [Be G por el Axioma 2 y (4 U [Bea 
por el Axioma 1. Pero [(4 NB) = [4 U(B; por tanto, [(4 N B)eG, entonces AN B = 
C[C(4 N BJ] eG por el Axioma 2. 

Esto muestra, aunque no se postuló, que ( también es cerrada para la operación ( y es 
una consecuencia necesaria de los dos axiomas. 


Teorema 2. pe y Ue. 


Demostración. Como RG 4 f, 14 tal que 4€G, entonces [AeG por el Axioma 2 y, por 
tanto, A NDA €G por el Teorema 1. Pero A N ÍA = d, por tanto, f e ( y, por consiguiente, 
U=(¿eG por el Axioma 2. 


Teorema 3. Si A, Be, entonces A— Be y AABER. 


Demostración. Si A, Be, entonces (Be por el Axioma 2 y AM [BeG por el Teore- 
ma 1. Pero A- B=ANM(B, por tanto, 4 — BeA y, similarmente, B— A€(G. También 
AAB=(4A-— B)U (B -— A)eG por el Axioma 1. 


Si A, B, C son tres elementos de un álgebra, entonces, por el Axioma 2, nos aseguramos 
de que A U B también pertenece a (R. Pero entonces, considerando a A U B como un elemento 
de Q y lo mismo C, el Axioma 2 garantiza que (4 U B) U C es un elemento de G. Aplicando 
el Axioma 1 repetidamente, por inducción matemática, demostramos que la unión de cualquier 
número finito de elementos de ( es un elemento de GR. Enunciemos esto como el siguiente 
teorema. 


Teorema 4. Sea G un álgebra. Si A¿¡e Q para ¡= 1, 2, ..., nm, entonces UA ER. 


i=1 


Demostración. Si n = 2, la conclusión es el enunciado del Axioma 1 y, por tanto, es verda- 
dera. Supongamos que la atrmación. es verdadera para n = k y sea n= k z De y 108 dan 


A¡eG,i=1,2,...,k + 1. Ahora Ya € G por la hipótesis de inducción y Ya o (UA) 


U Az+1- Como YA, El y Az et (Ya) U Az+1 € Q por el Axioma 1. As, si el teorema 
i=1 i=1 

es verdadero para n = k es verdadero para n = k + 1. Por el axioma de inducción, es ver- 

dadero para todo n. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Si G, y G, son dos álgebras de subconjuntos de un universo U, muestre 
que A, NG, + q. Entonces demuestre que GA, () GQ, es un álgebra. 


Anmermaz 
Solución, peG,M8,. Si A, Be, MN ,, entonces A, BE, y A, Be G,, entonces AUBEA,, 
AUBER, y A€G,, [46 G,. 


[Problema 10:27 Si G es un álgebra y A¡€G, ¡=1,2,..., nm, pruebe por inducción que 


NA; e Q. Pruebe el mismo resultado empleando el Teorema 4 y la ley de De Morgan. 


i=1 
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A pra 2, 1,014, = 004, UBAJEA. 


Supongamos que para n = k la proposición es verdadera, es decir, A A,e G. Vamos a mostrar que 
i=1 
E41 


paran=k+1, M 4¡€G. 
i=1 


Les £ " ” " ” 
En efecto, (N A¡=(N 4¡)14x+1- Como [4,€G, KN 4y)=Y (f4Yea=> N 4=1( N 4)ER. 
i=l 1 i=1 =1 1=1 i=1 


[Problema 11-3 Sea U un universo. Un anillo de subconjuntos de U se define como 


una clase no vacía, (Rh, de subconjuntos de U tales que si A, Be GR, entonces: a) AUBER y 
b) A — BeG. Demuestre que toda álgebra es un anillo. 


El Axioma 1 de un o es el mismo que el de un álgebra. Si A, Be Q y G es un álgebra, 
entonces [BG por el Axioma 2 y A— B= A BER por el Teorema 1. 


Sea R un anillo de subconjuntos de un universo U. Si A, Be, 


muestre que AABEN. 


HS, 4 Be, B4ER y AAB=(A— BJU(B- A)ER por los axiomas. 


lic Muestre que ($) es un anillo de subconjuntos de cualquier universo U. 


Es (q) un álgebra? 


> Es evidente que es un anillo; no es un álgebra porque U + 4 por hipótesis; por tanto, 


ALGEBRA BOOLEANA 


Hasta el momento se desarrolló la teoría de conjuntos en una forma intuitiva. Es posible for- 
malizar una parte de la teoría de conjuntos si se aceptán algunas propiedades. 

Si se observan detalladamente los teoremas que se estudiaron en los capítulos anteriores 
(Capítulo 2) vemos que algunos de ellos son consecuencia de otros. En otras palabras: si se 
toman algunos teoremas básicos como axiomas, los otros se pueden deducir a partir de esos 
axiomas. En este sentido, la colección de conjuntos, con las operaciones apropiadas de con- 
juntos, hipótesis y teoremas derivados, constituyen un ejemplo específico de lo que es un sis- 
tema matemático. Los conjuntos constituyen una interpretación del sistema. A continuación 
vamos a dar las propiedades fundamentales de los conjuntos que se requieren como axiomas 
del sistema llamado álgebra de Boole. 

Un álgebra de Boole es un sistema (8, U, N) en el cual B es un conjunto y U y N las ope- 
raciones sobre B que satisfacen los siguientes axiomas: 


Axioma l. xUyp=yUxyxNy=yNMx, si x, ye B. Las operaciones son conmu- 
tativas. 


Axioma 2. xU(ypUz)=(xUy)UzyxN(yNz2)=(xNy)Nz, si x, y, ze B. Las 
operaciones son asociativas. 
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Axioma 3. xN(yUz)=(xNy)U(xXNZ)yxU(yNz)=(xUy)N (x UV 2) si x, y, 
ze B. Las operaciones son distributivas la una con respecto a la otra. 


Axioma 4. Existen dos elementos diferentes, O y 1, en B tales quex U0=xyxN1=x 
para todo x € B (0 y 1 se llaman, respectivamente, cero y unidad de B, o ele- 
mentos identidad). 


Axioma 5. Para cada x en B existe x'e B tal quexUx'=1yxNMx'=0 (x' se llama 
complemento de x). 


Es conveniente notar que U y N no se deben confundir con la unión e intersección de con- 
juntos. (Por esa razón se emplearon símbolos más pequeños para indicar las dos operaciones.) 
Hasta el momento, lo único que sabemos es que son operaciones sobre el conjunto B. De la 
misma manera, no se debe confundir O y 1 con los símbolos que representan el uno y el cero 
de los enteros. Son simplemente elementos de B (por tanto, B + (), que tiene propiedades 
parecidas a las de los enteros para la suma y la multiplicación. También existen diferencias 
en el Axioma 5. 

La persona experimentada en matemáticas no tiene problemas al emplear símbolos como 
éstos en otro contexto en el cual se cambie el significado. Una alternativa es inventar dos símbo- 
los especiales que no tengan este tipo de interpretación, pero esta ventaja se debe comparar 
con la ventaja de usar 0, por ejemplo, porque el objeto B se comporta como un «cero» en arit- 
mética y, por tanto, el símbolo O sugiere posibles propiedades. El resultado de todo esto, de- 
bemos confesarlo, es un poco de ambigijedad, que precisamente es lo que hemos querido eliminar 
en los capítulos anteriores. 

Observemos que si se hace B = C(U), el conjunto de partes de un conjunto universal U 
no vacío, e interpretamos las operaciones U y M como la unión e intersección de los conjuntos, 
identificamos 0 con $, 1 con U, y “con (); que es precisamente una interpretación de un álgebra 
de Boole, En realidad, tal sistema motivó la definición. Existen otras interpretaciones como 
se verá. 

También es conveniente mencionar que los axiomas que se dieron no son los mínimos 
requeridos para definir el álgebra de Boole. Se puede demostrar que las leyes asociativas son 
teoremas deducidos de los axiomas restantes. En este caso, no es necesario darlos entre la lista 
de axiomas. Sin embargo, la demostración, aunque no es muy difícil, contiene más detalles 
que las que se darán a continuación. Esto no crea ningún problema, simplemente es una re- 
dundancia. 

Como es útil para los objetivos que nos proponemos, incluimos las leyes asociativas como 
axiomas de la teoría. Algunas de las propiedades que se demostrarán a continuación son pro- 
piedades familiares y conocidas del álgebra de Boole, que forman el conjunto de partes de 
un universo. 

En lo que sigue se supone que se da un álgebra de Boole (B, U, N) arbitraria. 


Teorema 1. 0 y 1 son únicos. 


Demostración. Suponga que Ú no es único; por tanto, existe xy H 0 tal que x U xy = x para 
todo x e B. En particular, 0 U xy = 0. Pero xy U 0 = x, por el Axioma 4 y xy UO0=0U xo 
por el Axioma 1. Entonces 0 = 0 U xy = xo y, por tanto, xy = 0 y xy + 0, lo cual es una 
contradicción. Por reducción al absurdo, 0 es único. La demostración de que 1 es único es 
similar. 

Teorema 2. Si xe€B, entonces x' es único. 

Demostración. Sea x € B (hipótesis). Entonces x' existe por el Axioma 5. Suponga que, con- 


trario a la conclusión, existe y + x' que satisface el Axioma 5. Entonces la siguiente sucesión 
de proposiciones, con sus razones, es aceptable: 
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n= 00 por el Axioma 4 

xU(xn y) por el Axioma 5 aplicado a y 

(x" Ux)N (x Uy) por el Axioma 3 

(xUx)N (x'U y) por el Axioma 1 aplicado a x' Ux 


- 
1 


=10N(- Uy) por el Axioma $ aplicado a x U x' 
=(x Uy)n1 por el Axioma 1 
=x Uy - por el Axioma 3 


Haciendo los cambios necesarios, se obtiene que y = y U x' y x' Uy = y» U x' por el Axio- 
ma 1. Así, y = x' y y H x', lo cual es una contradicción. La unicidad del complemento nos 
permite probar que (x') = x (similar a ([4 = 4). 


Teorema 3. Si xe€B, entonces (x') = x. 
Demostración. Sea xe By y = x'. Por el Axioma 5,xUx'=1yxNMx'=0.PeroxUx'=" 
xUxyxNx=x' NM x por el Axioma 1. Así, x” Ux=1yx' Nx =0, es decir, y Ux= 1 
y y N x = 0, Pero de nuevo y U y' = 1 y y N y' =0 por el Axioma 5; por tanto, y” = x por 
el teorema de unicidad 2 o (x') = x, remplazando x' por y. 

El siguiente teorema demuestra la idempotencia de las operaciones U y NM. 


Teorema 4. Si xeB, entonces xUx=xyxNMx=x. 


Demostración. La demostración se reduce a la siguiente sucesión de proposiciones y razo- 
nes. Sea xe B, entonces: 


x=xU0 por el Axioma 4 

=xU(xNnx) por el Axioma 5 

=(xUx)N (xUx') por el Axioma 3 

=(xUx)n1 por el Axioma 5 

=xUx por el Axioma 3 

También, =P 1 por el Axioma 4 
. =xM(xUx) por el Axioma 5 
=(xNx)U(xnx) por el Axioma 3 

=(xNx)Uu0 por el Axioma 5 

ADE por el Axioma 4 


Un resultado interesante, en futuros cálculos, se obtiene cuando se intercambian U y N en 
el Axioma 4. 


Teorema 5. Si x€B, entonces xU1=1yxN0=0, 


Demostración. De nuevo la demostración está dada por una sucesión de proposiciones y 
razones. Sea xe B, entonces: 


l=xUx por el Axioma 5 
=xU( ni) por.el Axioma 4 
=(xUx)n(xU1) por el Axioma 3 
=1N(xU1) por el Axioma $ 
=(xU1)n1 por el Axioma 1 
=xUl por el Axioma 4 


La demostración de que x N 0 = 0 es análoga. 
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Otro teorema que tiene muchas aplicaciones en las simplificaciones es el siguiente: 
Teorema 6. Si x, ye B, entonces xU(xNy)=x y xNM(xUy)=x. 


Demostración. Sean x, y e B, entonces: 


F=xn1 por el Axioma 4 
=xN(yui) por el Teorema $ 
=(xNyuUu(xn1) por el Axioma 3 
=(xNy)Ux por el Axioma 4 
=xU(xNy) por el Axioma 1 


La demostración de que x N (x U y) = x es análoga. 

Teorema 7. 0 =1 y 1'=.0, 

Demostración. Aplicando el Teorema 3 primero con x = O se obtiene 0 U 1 = 1 y después 
con x = | se obtiene 1 N 0 = 0. Como0 U 1 = 1 U0, porel Axioma 1, tenemos que 1 U0 = 1 
y 1N0= 1. Esto quiere decir que 0 = 1', según el Axioma 5 y el Teorema de unicidad 2. 
Como 0 =1', 0' = (1) = 1, por el Teorema 3. 


Finalmente demostraremos las leyes de De Morgan, que son las versiones abstractas de 
las leyes de De Morgan para conjuntos. 


Teorema 8. Si x,y€B, entonces (x Uy) =x" NM y' y (xN pl =x' Uy” 


Demostración. Sean x,yeB. Entonces xUyeB y (xUy)U(xUy=1 y (xUy)N 
(x U y) =0 por el Axioma 5. Ahora, 


(e U yp)U (xn y) 


[(x* Up) Ux YN [(x U p) U y] 

[Ex U (x U y] n fx U (y UN] 
[6"Ux)uUy]n[xu1] 

(Uyn1 

1in1=1 

[«uynax]ny' 
[nx)U(yNx)] Ny 
[ov(ynax)Y ny” 

GOnx)ny 
yYNAbAx)=(Y"NyNx=0nx 


y (xUy)N (xn y) 


Mar 


Esto muestra que x' N y” da el mismo resultado que (x U y), por tanto, (x Uy) =x'M y” 
según el teorema de unicidad 2. Como x”, y' € B, se tiene al remplazar x por x' y y por y”, en 
lo que se acabó de demostrar, que (x' U y") = (xx) N (yY o x NM y = (x' U y”). Entonces, 
(eN y) = ((x U y'YY = x' U y” por el Teorema 3. 


Estos son los teoremas principales del álgebra de Boole. Otros resultados se mostrarán 
en los Problemas. 

El lector puede observar que algunos de los teoremas anteriores, en realidad, son dos 
teoremas en uno. Por ejemplo, el Teorema 5, la primera proposición es x U 1 = 1, la segunda 
proposición es x N 0 = 0, que resulta de la primera si se remplaza U por N y 1 por 0. Esta 
observación es un ejemplo de lo que se conoce con el nombre de principio de dualidad. Se enun- 
cia diciendo que si p es un teorema que contiene U, N, 0, 1, entonces la proposición que re- 
sulta al cambiar U por N y 0 por 1, en todo, se llama teorema dual de p. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Suponga que (B, U, N) es un álgebra de Boole. 


EProblema 11-63 Dé los detalles de las demostraciones que faltan en los Teoremas 1, 4, 5. 
EProblema 11-77 Pruebe que si x, y son elementos de B, entonces x Uy=0=>x=0y 


y =0, mientras que xNy=1=>x=1yy=1l. 


Suponga que x U y = 0. Entonces x =x N (x U y) por el Teorema 6 
xno por hipótesis 
0 por el Teorema 5. 


mou 


Análogamente, y = y N (x U »)=0. 
Six N y= 1, entonces "Uy =0=>x'=0A y =0=>x=l a y = l, empleando el principio de 
dualidad. 


Pruebe que si x, ye B, entonces x U (x' N y)= x U y. 


IÓ ive ny=kUX)NUN)=1NEUY)=xXUY 
X 


¿Es posible que el conjunto B de un álgebra booleana contenga tres 


No. Si B= (0, 1, x) con x4 0 y x+ 1, ¿qué es x'? 


Problema 11-10 Emplee los teoremas de esta sección para mostrar que las siguientes 


relaciones son teoremas, con x, y, ze B. 


a) (¿NAy)N(Ny)=0. 

b) (xUyUz=x"Ny'NzZ',sixU y Uz se define como (x U y) U z. Generalice este 
resultado a cualquier número finito de elementos de B. 

c) (xNynz=x Uy Uz,sixMyN z se define como (x N y) N z. Generalice este 
resultado como en b). 

d) (xUy)n(*Uz)=(xN2)U(N y). 


a) (XNy)N(=Ny)=(x Nx) N (y N y”) = 0, empleando la ley asociativa en forma 
repetida. 

Bb) (xXUyYUY=( UU =RUyY NT =(ENy)aZ=S NY Z 

c) Análogo a b). 

d) (xUy)N(Uz)= ((xU y)0 x) U ((x U y) N 2) 
= ((x AY) U (y 1 1%) U ((x U (e N y)) N z) por el Problema 11-8. 
=(NyU(nzU(NnyNz) 
= ((x N y) U ((x' N y) N 2)) U (x N 2) (ley asociativa para U) 
= (x' N y) U (% N 2) por el Teorema 6 aplicado a x' N y. 


334 APLICACIONES DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


ORDEN Y CONGRUENCIA 


De todas las propiedades de un álgebra de Boole que se abstrajeron de las propiedades de los 
conjuntos no se mencionó ninguna análoga a la inclusión. La analogía existe y se puede dar 
de varias maneras equivalentes. Sea (B, U, N) un álgebra de Boole y suponga que x, y € B. 
Diremos que x < y (x inferior a y) si, y solamente si, x N y” = 0. A continuación se va a 
demostrar la ley transitiva para la relación de orden <. Se supone que se trabaja sobre un ál- 
gebra de Boole (B, U, N). 


Teorema 1. Sean x, y,z€B. Si x<y y y <z, entonces x < z. 


Demostración. Suponga que x < y y y < z. Por definición esto quiere decir que x N y" =0 
y ynz'=0, Entonces xNz"=(xN2)N1=(xNz)N(yUy)=(xXNZ3N»)U(xNZ 
ny) xNn0)U(0N=')=0U0=0. Pero de nuevo, por definición, esto quiere decir 
que x<z. 

El siguiente teorema permite generalizar el resultado de conjuntos que dice: A = B si, 
y solamente si, ACB y BC 4. 


Teorema 2. Sean x, ye B. Entonces x=y=>x<y y y<x. 


Demostración. Si x= y, entonces x'=y' y xNy=xNx"=0,yyNx'=yNy'=0; 
por tanto, x < y y y < x. Suponga que x < y y y < x, por tanto, x Ny" =0yyNx'=0, 
Entonces x=xUV0=xU(yNx)=(xU*)N(xUX)=(xUy)N1=xUy. También 
y=yU0=yU(XNY)=(yYUX)N(PUyY)=(XUy)N1=xUy Asi, x=xUy= y. 


Teorema 3. Sean x, ye B. Entonces x<y=>xUy=yyx=<y=S>xNy=x. 


Ux)n(yUy)=(xUy)NlI=xU y. Reciprocamente, si x U y = y, enton- 
J y yxNy=x0N(ny)=(xNnx)Ny'=0NM y! =0; por tanto, x < y. 
Hemos mostrado así que x< y <>x U y = y. La otra demostración de que x < y es análoga. 


A propósito, el teorema anterior demuestra que xUy=y=x NM y = x, uniendo las 
dos partes. 

Una manera muy importante de deducir una nueva álgebra de Boole a partir de una dada 
es hallando una relación de equivalencia en B. 

No es suficiente la relación de equivalencia, es necesario saber cómo se relaciona dicha 
relación de equivalencia y las operaciones. Con este fin definimos una relación de congruencia 
en un álgebra de Boole que se representa por =, y para que sea una relación de equivalencia 
en B tal que si x = y, entonces (x NM z) = (y N z) y (x Uz) = (y U z) para todo z € B; ade- 
más x= y. 

Una relación de congruencia es primero que toda una relación de equivalencia; entonces 
el conjunto B se particiona en clases de equivalencia y, por tanto, un nuevo conjunto (una clase) 
se forma. Sea (B la clase formada por el conjunto de todas las clases de equivalencia. Se designa 
por [x] una clase de equivalencia arbitraria, xe B. Sabemos que dos clases de equivalencia 
son iguales si, y solamente si, [x] = [y] <> x = y. Ahora es necesario definir una operación 
en (8 para definir un álgebra de Boole cuyos elementos son las clases de equivalencia del con- 
junto original B, Para distinguir las nuevas operaciones de las originales, las encerraremos 
en un cuadrado. 

Las definiciones son las siguientes: Si [x], [y] e B se define: 


[x] U [y] = lx Uy] 
Jm Lv] = Len y] 
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Ahora vamos a ver que el nuevo sistema así definido (8, (U]. (1) es un álgebra de Boole. 
Esto quiere decir que debemos verificar que se cumplen todas las hipótesis que definen un ál- 
gebra de Boole. Primeramente, que (B no es vacío puesto que B no lo es. La forma en que se 
definieron las operaciones [Y] y [A] nos asegura que son operaciones sobreBK. Así, O] : B x B > GB 
y0:8x8>86. 

Verificación de los axiomas: Suponga que [x], [y] € 8, por tanto, x, y € B. Se sabe que 
xUy=yUx, por tanto, x Uy = y U x porque son el mismo elemento de B. Entonces 
bJU DJ] = [xU y] = [y U 2] = [9] 0 (x]. También [x] 1) [»] = [»] M1] [x]. Esto mues- 
son conmutativas. Que es consecuencia de la conmutatividad de las operacio- 


nes originales. 
Sea [x], [y], [2] €6. Vamos a verificar una de las leyes asociativas, la otra se deja como 
ejercicio. La ley asociativa para (U] es consecuencia de la siguiente sucesión de proposiciones 


y razones: 


20 DJ 0 (3) = Ju (yO 2) por definición de (Y 
= [x U (y Y 2)] por definición de [Y] 
= [(x U y) U 2] por el Axioma 2 de (B, U, N) 
=[xUy]U[z] por definición de [Y] 


(Ju [yDU [z] por la misma razón 
Se deja al lector la verificación de las leyes distributivas. 


¿Cuál es el cero y la unidad para esta nueva álgebra de Boole? Obviamente, [0] y [1]. 
respectivamente. Debemos mostrar que sirven para el Axioma 5. [0] y [1] existen porque de- 
penden de la definición de clases de equivalencia. Suponga que [x] e 8. Entonces [x] Y] [0] = 
[x U 0] = [x] y [3] 1 [1] = [xn 1] = [x]. ¿Es posible que [0] y [1] no sean diferentes? 
Si = es B x B, entonces x = y para todo x, ye B; por tanto, 0 = 1 y [0] = [1]. Sin em- 
bargo, B x B no es un caso interesante. Por tanto, restringimos = a una relación no vacía 
en B distinta de B x B. Finalmente, debemos hallar el complemento de un elemento [x] que 
satisfaga el Axioma 5. La clase de equivalencia [x”] sirve porque [x] Y [7 = [x U x1 = [1] 
y [x] M [x7 = [x n x] = [0]; por tanto, [x]' = [x"], que es el complemento de [x]. Hemos 
mostrado que se verifican todos los axiomas y, por consiguiente, (B, (Y), [M)) es un álgebra 
de Boole, que se dice inducida por =. Congruencias diferentes dan lugar a álgebras inducidas 
diferentes. 


PROBLEMAS RESUELTOS 


Sea (B, U, N) un álgebra de Boole. Demuestre los siguientes teoremas 


Si, x,y,zEB: 
A). <p y Za 
b) Six<y y x<2z, entonces x<y Mz. 
Cc) Si x< y, entonces x < y U z paru todo z. 


3 Ba) x<yeoxny=0ey Mx =0>y<x. 

b) Suponga que x<y y x<z. Entonces xN(yNz=xN(y UzZ)=(xNy)U(xN2z)= 
0U0=0=>x<yNz. 

e) xn uz =xn(02)=(xny)nz=0N2 


Sea (B, U, N) un álgebra de Boole. Muestre que la igualdad es una 
relación de congruencia y halle el álgebra inducida correspondiente. 
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Solución Es obvio que la igualdad es una congruencia. 
68 = (lx); [x] = (x), xe B) 


Por ejemplo, [x] (0) [y] = [x U y] = (x U y). 


ALGEBRAS DE BOOLE ESPECIALES 


Hemos visto que el conjunto B de un álgebra de Boole debe contener por lo menos dos ele- 
mentos, 0 y 1. Puede suceder que B no contenga más elementos. En este caso, si los axiomas 
se verifican, las definiciones de U y N quedan fijadas. Porque según los Axiomas 1 y 4 se tiene 
que 0U0=0,0U1=1U0= 1. Por el Teorema 4, 1 U 1 = 1. Empleando el principio 
de dualidad y el mismo argumento, se tiene que (0N0=0N1=1N0=0,y1N1=1. 

Si B= (0, 1) y definimos U y N como en lo anterior, el sistema (B, U, N) es un álgebra 
de Boole, el álgebra más simple que se puede tener. A esta álgebra la llamamos álgebra booleana 
binaria, y las operaciones se resumen en las Tablas 11-1 y 11-2. 


Tablas de las operaciones U, N 


Tabla 11-1 Tabla 11-2 
u 0 1 n 0 É 
0 0 1 0 0.0 
¡1 1 1 1 0 1 


Es fácil ver que en un álgebra binaria 0<0,0<1 y 1<1. 

Otro ejemplo interesante de álgebra de Boole está dado por el análisis de asignar valores 
de verdad a las proposiciones, que se estudió en el Capítulo 1. Recuerde que se empezó con un 
conjunto no vacío S, de proposiciones y a cada una de las cuales se le asignó un valor de verdad. 
Se definieron los conectivos lógicos —, A, v y combinando las proposiciones de S, por medio 
de los conectivos se obtuvo un conjunto S, al cual llamamos proposiciones compuestas. Para 
cada elemento de S los valores de verdad se definieron por aplicaciones repetidas de las tablas 
fundamentales. Si A y v se toman como operaciones sobre el conjunto S, entonces (S, a, v) 
es un álgebra de Boole identificando a S = B, U= v y N = A. Vamos a verificar esto. 

El primer problema que se presenta al tratar de construir un álgebra de Boole a partir 
del conjunto S es el hecho de que debemos darle un significado diferente a =, distinto del de 
identidad. La razón es que si p y q son proposiciones e igualdad significa identidad (que tienen 
exactamente la misma forma), entonces p v q + q Y p, es decir, no se verifica el primer axioma. 
Interpretamos la = como una equivalencia (recuerde que p A q<>4 A p, si tienen el mismo 
valor de verdad). Teniendo en cuenta lo acordado anteriormente, la mayoría de los axiomas 
de un álgebra de Boole son consecuencia inmediata de la lista de tautologías que se da en los 
Ejercicios del Capítulo 1. 

Los primeros tres axiomas equivalen a las leyes llamadas «conmutativa», «asociativa» 
y «distributiva». Recuerde que p = q si, y solamente si, p<> q es una tautología. 

Los Axiomas 4 y 5 exigen que identifiquemos los elementos 0 y 1 y '. Como S 4 d, sea 
pe€sS. Entonces p v —p es una tautología y, por tanto, un elemento de S. Suponga que 
1 =p v —p.Siq + p,q Y —q+€s también una tautología, por tanto, q v —q =p v —p=1. 
En realidad, si r es cualquier tautología, r = 1, como se puede verificar al escribir la tabla de 
verdad. 

Ahora sea 0 =p a —p. Como p A —p es una contradicción, es siempre falsa y, por 
consiguiente, cualquier contradicción q es igual a cero. 

Las Tablas 11-3 y 11-4 muestran que 0 y 1 verifican las condiciones del Axioma 4, pe S 
es arbitrario. 
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Tablas de verdad de pv0 y pa 1 


Tabla 11-3 Tabla 11-4 
0 |[pvol(pv0O=p P 1 | pallpalop 
NA F v v Y Y v Y 
ba F F V E NY F Y 
Ahora nos queda por identificar el complemento. Si hacemos p' = —p entonces para cada 


peS,ip'eSconp v p'=1yp A p' =0, según la discusión anterior. El sistema (S, vw, a) 
es un álgebra de Boole y llamamos a este sistema cálculo proposicional. 

En el álgebra de Boole del cálculo proposicional, ¿cuál es la relación de orden? Por de- 
finición, p < q significa que p A p' = 0 o empleando la ley de De Morgan, —p v q = 1, es 
decir, según una definición anterior, p > q = 1. Esto es lo mismo que decir que p > q es una 
tautología. Por tanto, p< si, y solamente si, p implica tautológicamente a q. 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


1. Sea N el conjunto de los números naturales. Un subconjunto A CN se llama semifinito si A o [4 es 
finito. Sea B el conjunto de todos subconjuntos semifinitos de N. Interpretando a U y N como la unión 
€ intersección, muestre que (B, U, M) es un álgebra de Boole. 


2. Sea B= (1,2, 5, 10) el conjunto de los divisores de 10. U y N se definen en las Tablas 11-5 y 11-6. 


Tabla 11-5 Tabla 11-6 
u 125 M0 n 1 2 510 
1 O 1 lc Z2 $ 10 
2 1221 2 2 2 2010 10 
5 TES 2 5 5 10 5 10 
10 125 10 10 10 10 10 10 


Muestre que (8, U, N) es un álgebra de Boole. Tenga cuidado con el 0 y el 1 del álgebra. Halle x' para 
cada x€ B. ¿Cuál es la interpretación de la relación de orden en esta álgebra? 


ANILLOS ALGEBRAICOS 


El lector habrá observado que existe una similitud entre el álgebra de Boole y la aritmética 
ordinaria, expresada de varias maneras, como la similitud que se presenta entre las operaciones 
U y N, la suma y multiplicación de la aritmética. Existen también algunas diferencias. Por 
ejemplo, x U x = x en un álgebra de Boole, mientras que la proposición x + x= x es ver- 
dadera solamente si x = 0 en la aritmética ordinaria. 

Las diferentes leyes de la aritmética (no todas) con respecto a la suma y a la multiplica- 
ción se resumen diciendo que el sistema (£, +, +) es un anillo. Un anillo en el sentido que se 
definió anteriormente. Repetimos la definición y nos referiremos al sistema como un anillo 
algebraico en contraste con el anillo de conjuntos que se definió en el Capítulo 8. 

Un sistema (R, +, -) es un anillo algebraico si (R, +) es un grupo abeliano y (-) es una 
operación sobre R que verifica las propiedades: a) x- (y-2)= (x-y)-z y b)x- (y +2)= 
(x: y) + (x > z) para todo x, y, z € R. El anillo se dice que es conmurativo si el producto lo es, 
y se llama anillo con unidad si 31 € R tal que x + 1 = x para Vx e R. El neutro aditivo del grupo 
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(R, +) se representa por 0, Podemos entonces decir que el sistema (E, +, +) de la aritmética 
es un anillo conmutativo con unidad con 0 y 1, el cero y la unidad de la aritmética. 

Suponga que (B, U, N) es un álgebra de Boole. Como N es distributiva con respecto a U y 
asociativa, el sistema formará un anillo si (B, U) es un grupo abeliano. Este no es el caso, porque 
no todo elemento tiene una recíproca con respecto a U. En otras palabras, si x e B arbitrario, 
no es siempre posible hallar x”'e B tal que xUx"* =0, 

Ahora vamos a cambiar la operación U por A, la diferencia simétrica de los conjuntos, 
como operación aditiva. Sabemos que A se define por la relación x A y = (x A y) U (x'N y) 
para todo x, y € B. Si se prefiere, se puede primero definir x — y = x N y” y entonces escribir 
xAy= (x — y) U (y — x) para-que tenga un mayor parecido con la definición que se dio 
para conjuntos. En cualquier caso, A : Bx B—= B porque B es cerrado para las operaciones 
U y N, por tanto, Á es una operación sobre B. 

A continuación vamos a ver que (B, A) es un grupo abeliano. Vamos a verificar los axio- 
mas. Si x,yeB, entonces xXAp=(xNy)U(Ny)=(yNx)U(yYNx)=yAx, em 
pleando repetidamente las leyes conmutativas para U y N. Asi A es conmutativa. La ley aso- 
ciativa es consecuencia de los siguientes cálculos, x, y, 2 € B: 


xA(yAz)=xA((y nz) U (yn z)) 
=[xN (1 02)U (02) Un (On 
=[x0 (0020603) U[6nyn 
= [xn (uan (ruz)Nu [ln yn 


=[xnyn=3U (ny NU [an y 
=[nynzju(eny)n 2) u [rn yn au rrnyn 
[xn y)U(NIYAN Y [Cen y)U (any) nz] 
[(x A y)n 2] U [((x Uy) n (Uy) 2] 
=[«Ay)n2] U[(xA y) n 2] 
=(xAyAz 
Se deja al lector la verificación de los pasos anteriores. El neutro (; 'J 2) NM (y Uz')= (2 NM y) U 
(y N 2”) en el paso cinco y (x A y) = (x U y) N (x' U y) en el paso nueve, se deben verificar 
separadamente. 

En cuanto al neutro del sistema (B, A), sea x € B. Entonces x A 0 = (x N 0) U (x" N 0) = 
(xN 1)U0=xM 1 = x; por tanto, 0 sirve como el elemento neutro con respecto a A. ¿Cuál 
es la recíproca de x? Observe que xAx= (x MN x') U (x"Nx)=0U0=0, el neutro, por 
tanto, es x”* = x. Como x es arbitrario, esto dice que cada elemento es su propia reciproca, 
¿Es única la reciproca? Sí, porque es consecuencia de los axiomas de grupo. 

Con esto hemos mostrado que (B, A) es un grupo abeliano. 

Se deja como ejercicio al lector verificar que NM es distributiva con respecto a A. Una vez 
hecho esto, podemos afirmar que el sistema (B. A, NM) es un anillo. Como N es conmutativa, 
el anillo es conmutativo. También el elemento 1 es el neutro con respecto a MN; por tanto, el 
anillo es conmutativo y con unidad. 

Sabemos que x NM x = x para todo x € B, por tanto, N es idempotente. Los anillos que 
tienen esta propiedad para la operación (+) se llaman idempotentes. Asi, (B, A, N) es un anillo 
conmutativo, con unidad e idempotente (algebraico). Esto establece una relación entre el ál- 
gebra de Boole y un anillo algebraico. 


1] 


EJERCICIOS PROPUESTOS 


3. Pruebe que N es distributiva con respecto a A. Es decir, si x, y, € B, entonces x NM (y A 2) = 
(ny A (xn 2). 


4. Si xeB, muestre quee xAl=xY yxAx'=1l. 


Empleando la definición x — y = x N y' para todo x, y € B, muestre que xA y = (x U yp)—(x Ny). 
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APLICACIONES AL ESTUDIO DE LAS REDES 


A continuación se da una explicación breve de la terminología de la conexión de redes y algu- 
nas de las maneras convencionales de dibujarlas. Un interruptor es un dispositivo que sirve 
para cerrar o abrir un circuito eléctrico. Un circuito eléctrico puede contener varios disposi- 
tivos eléctricos como interruptores, resistencias, etc.; sin embargo, para la aplicación que 
vamos a considerar nos interesan únicamente los interruptores. Por esta razón, en lo que sigue, 
una red de interruptores la llamaremos simplemente una red, y todos los elementos de la red 
serán interruptores. En el esquema de un circuito, un interruptor se representa como lo indica 
la Figura 11-1; sea un interruptor como el representado en la Figura 11-2. 


a . == A 
Figura 11-1 Figura 11-2 . Figura 11-3 


Dos interruptores están conectados en serie si, y solamente si, el circuito está cerrado 
cuando los dos interruptores están cerrados, y abierto si uno de los interruptores está abierto. 
La Figura 11-3 muestra una conexión en serie. Dos interruptores están conectados en para- 
lelo si, y solamente si, el circuito está cerrado cuando uno o ambos interruptores están cerra- 
dos y abierto cuando los interruptores están abiertos. La Figura 11-4 muestra una conexión 
en paralelo. Una combina. ón de interruptores que no está conectada ni en serie ni en paralelo 
se llama un puente. La Figura 11-5 muestra una conexión en puente. 


x 
0 ; 
y 
Figura 11-4 Figura 11-5 


Para tener una idea de la relación que existe entre una red de interruptores y el álgebra 
de Boole, consideremos dos interruptores conectados en paralelo. Los interruptores se indican 
con las letras x y y en el diagrama. Cada interruptor tiene dos estados: abierto o cerrado. La 
electricidad fluye o no de un extremo del circuito al otro dependiendo del estado de los interrup- 
tores. Vamos a representar por 0 un interruptor abierto y por 1 un interruptor cerrado. Como 
el estado de un interruptor es variable, es decir, cerrado o abierto, representemos el estado 
del interruptor x por X y el de y por Y. Si x está cerrado, X = 1, y si x está abierto, X= 0. Son 
los únicos valores que pueden tomar Y y Y. Representemos por F el estado de una red en pa- 
ralelo. F = 0 si la red está abierta y F = 1 si la red está cerrada. Como el estado de la red está 
determinado por el estado de los dos interruptores, F debe ser una función de dos variables 
X y Y; por tanto, F = F(Y, Y). Cuando x y y están ambos abiertos la red está abierta, y cuando 
uno de los dos está cerrado la red está cerrada, como lo indica la Tabla 11-7. 


Tabla 11-7 
Interruptores Estado de los interruptores Estado de la red 
x abierto, y abierto FX, 0 
x abierto, y cerrado FX, 1 
x cerrado, y abierto FX, 1 
x cerrado, y abierto F(X, Y) = F(1,1)=1 
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A la función F(Y, Y) se le llama función interruptora de la red, y queda completamente 
determinada por el estado de la red, en términos de los estados de los interruptores involu- 
crados en la red. La notación F(X, Y) no indica que los interruptores estén en paralelo; para 
indicar este estado se escribe: 


F(X, Y) =X + Y 


Entonces F(X, Y) = X + Y es la función interruptora de dos interruptores x y y conectados 
en paralelo. 


Nota. Los simbolos O y 1 no son el cero y uno de la aritmética y + no indica la suma ordinaria. 


En la práctica no se diferencia entre el interruptor x y el estado X del interruptor x, ambos 
se representan por la misma letra x. Esto no produce ninguna confusión, puesto que se puede 
determinar el significado del signo x por su uso. En un dibujo esquemático de una red x re- 
presenta un interruptor, pero en la función interruptora de la red x representa el estado del 
interruptor. Por consiguiente, emplearemos letras minúsculas para representar, bien sea los 
interruptores o los estados. 


x | y JA0x. y) +[ of: [fulsTu 
E ojo] o ofof1 élólu 
opr| a pata ufuju 
ropa 
Fx, y)=x +3 dl 1 
(a) (6) tc) (d) 
Figura 11-6 


En la Figura 11-6(b) se indican los resultados de la Tabl: 11-7 aplicados a la función in- 
terruptora F(x, y) = x + y. La Figura (c) muestra que 04 0=0,0+1=1+0=1 y 
1+1=1. La última expresión es la única diferente de la suma de números. 


Ahora considere los elementos especiales ( eU que siempre existen en el álgebra de Boole 
y construya una tabla de la operación U sobre estos elementos como lo indica la Figura 11-6(d). 
Observe la similitud que existe entre las tablas (c) y (d) de dicha figura. La tabla (d) se puede 
obtener de la tabla (c) remplazando + por U, 0 por 4 y 1 por U. 


Ahora vamos a considerar la red formada por dos interruptores conectados en serie, como 
lo indica la Figura 11-7(a). Sea F(x, y) = x : y la función interruptora de los dos interruptores 
conectados en sere y su tabla correspondiente (d). La red está cerrada cuando x y y están cerra- 
dos. Esto sugiere la tabla de multiplicación que se da en la Figura 11-7(c), en la cual 0-0 = 
0-1=1:0=0. 1-1 = 1; los números 0 y 1 se comportan como el uno y el cero de la mul- 
tiplicación de números. Si se construye la tabla de la operación M para los elementos f e Udel 
álgebra de Boole, Figura 11-7(d), observamos que la tabla es semejante a la dada en (c). De 
nuevo es posible cambiar de una de las tablas a la otra, simplemente cambiando por N, 0 por $ 
y 1 poru. 


Otra semejnza entre una red y los elementos de el álgebra de Boole se obtiene si se re- 
presentan los irterruptores de estados opuestos por x y x'. Asi, si x está abierto, x' está cerra- 
do, y si x está cerrado, x' está abierto. Este comportamiento se representa en forma tabular 
en la Figura 1 -8(a) y se puede comparar con la tabla de la Figura 11-8(b) que da el resultado 
de la operacic prima sobre f y Ven el álgebra de Boole. 
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0 [nfefu] 
opojo slote 
1foj1 uló$ju 

(a) 6) (o (a) 


Figura 11-7 


El lector puede comprobar que se verifican cada uno de los axiomas que definen el ál- 
gebra de Boole aplicados al conjunto (p,U) con las operaciones U, N y ”, como se dan en las 
tablas de las Figuras 11-6(d), 11-7(d) y 11-8(b). Por consiguiente, es el álgebra de Boole for- 
mada por dos elementos. Lo mismo sucede con el conjunto (0, 1) para las operaciones +, + y ”, 
definidas en las tablas de las Figuras 11-6(c), 11-7(c) y 11-8(a). 


[x[x] a]a 
opi $ |u| 
1jo ule 


(a) (6) 


Figura 11-8 


Ahora estamos preparados para establecer una correspondencia entre una red y el mo- 
delo matemático, el álgebra de Boole. 


Algebra de Boole: 
Red: 


Establecida esta correspondencia, estamos en capacidad de transcribir los axiomas de 
el álgebra de Boole en proposiciones con relación a las redes. Antes de hacer esto se va a hacer 
énfasis en algunos puntos y a convenir otras notaciones. 


1. Observe que una letra x desempeña un papel dual, porque represenia un interruptor 
de una red y su estado; es decir, además de representar un interruptor representa una variable 
del álgebra que puede tomar los valores 0 o 1. 


2. Cuando se escribe x + yz, esto significa x + (y: z); es decir, la misma convención 
gobierna el orden de las operaciones + y : para redes, así como el orden que gobierna la suma 
y multiplicación de números. 


3. A veces x representa no solamente el estado de un interruptor, sino el de toda la red. 


4. Dos redes S, y S, son equivalentes si ambas están cerradas o abiertas para el mismo 
estado de los interruptores de S, y S,. Se escribe S, = Sz. 
Ahora vamos a mostrar que una red satisface los axiomas y teoremas de el álgebra de 
Boole. 
El axioma x U y = y U x se convierte en x + y = y + x, aplicando la correspondencia 
que se estableció. Se puede interpretar como la proposición de que las dos redes en paralelo 
a b 
—] + Y |] son equivalentes. Esto es verdad. Los axiomas restantes 
b a 
se interpretaron de una manera análoga. (Vea Tabla 11-8.) 
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Tabla 11-8 


Algebra de Boole o función Red 
interruptora 


a b 
Axioma 1 a+b=b+a —]_ + -— 
b a 


dibiba O A 


As Ls . y Ea 

e 
a 

Axioma 2 a+ (b+c)=(a+b)+c | 4+-P pa qe, 
= R 

albc) = (able EME ep EE 
5 a_b 

Axioma 3 a(b+c)=ab + ac “[ la - l] 
Cc a 1d 
E a a 

a+b-c=(a+bla+c) —LT>h-|H+- 
a E E 

Axioma 4 a-l=0 á Loles . 


a 
0 
a 
Axioma 5 a+a'=1 —_ bh. - lo 
7 


Todos los teoremas del álgebra de Boole se pueden aplicar a las funciones interruptoras 
sin más justificación. 


Teorema Red 
a 
L a+i=1 ALA 
. 1 
2. a:0=0 > 


S. a+(a+b)=a+b 


7. a+ab=a 


a 
“Ea 
6. aa+b)=a LJ - 
b 
=P. 
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Ahora vamos a aplicar el modelo matemático a la simplificación de redes. Dada una red, 
por medio de la correspondencia que se estableció, se puede obtener su función interruptora, 
que a la vez se puede simplificar empleando el álgebra de Boole. Esta expresión simplificada 
se puede a su vez reinterpretar y así obtener su red correspondiente. Si resultan menos interrup- 
tores en la nueva red, entonces diremos que la red ha sido simplificada. En una industria que 
produzca muchos productos con la misma red, al eliminar varios interruptores puede significar 
una economía. En los ejemplos que siguen a continuación la red se puede simplificar sin re- 
currir al álgebra de Boole; pero el interés es simplificarla empleando el álgebra de Boole. 


Ejemplo 11-1. F(x, y)=x+xXy 


' 
En 
q 
= 


Se emplearon en su simplificación únicamente los axiomas; también se puede usar el Teore- 
ma 7. En la red, dos interruptores se indican por la misma letra x. Esto no quiere decir que 
sean el mismo interruptor, únicamente que siempre están abiertos o cerrados, 


Ejemplo 11-2.  F(x, y) = xy" + xy 


on 
xx 


En este caso, y y y” pueden ser dos interruptores diferentes; por tanto, la red de los cuatro 
interruptores se puede remplazar por uno solo. 


ES y 
>. l 
.— .- e — 
7 E 
Figura 11-10 


Ejemplo 11-3. Fla, b, c) = abc + ab'c + a'b'e 
= clab + ab' + a'b') 
= cla(b + b') + a'b') 
= cla: 1+a4'b')= cla + a'b') 
= c((a + aYía + b')) = c(l(a + b')) = cla + b'). 


Como únicamente uno de los dos interruptores hb o b' queda en el diagrama simplificado, 
se puede remplazar por bo b'. 


Figura 11-11 
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Ejemplo 11-4. Determine la función interruptora del puente que se da en la Figura 11-12. 


Como la red del puente no está formada por conexiones en serie o en paralelo, no es po- 
sible escribir la función interruptora simplemente observando el puente. Lo que se debe hacer 
es determinar cuándo el puente está cerrado o abierto. Hay cuatro trayectorias distintas a 
través del puente, como se puede observar en la Figura 11-12(b). Si los interruptores de cualquier 
trayectoria están cerrados, la red está cerrada; de otra manera, la red está abierta. Por tanto, 
la red está cerrada cuando Xy, O pz, O Xx10z, O ywz, O ywy, estén cerradas, y abiertas de otra ma- 
nera. Entonces la función interruptora f es f(x, y, 2, 0) =X) + yz + XWZ + Pwy = X2W + xy + 
YZ + yu = xzw + p(x + z + 1w), como se muestra en el diagrama (c) de dicha figura. 


(6) lc) 
Figura 11-12 


Cuando una red se expresa verbalmente y se desea convertirla en una red, esto se puede 
hacer empleando las funciones booleanas de varias variables. 


Definición. Una función booleana o polinomio de Boole es una expresión derivada al apli- 
car un número finito de aplicaciones de las operaciones U, N y a los elementos de un álgebra 
de Boole. 


Como estamos interesados en aplicaciones del álgebra de Boole a las redes, el álgebra 
de Boole formada por el conjunto (0, 1) y las operaciones + y - y ' se emplearán en lo que 


sigue. 

Sea 2a = a + a,3a = a + a + ay, en general, ka = a + a +++ + a, kveces;a? = a-a, 
a =a-:a-a y, en general, A =a-a, ..., a, k veces. Por el Teorema 4, ka = a y ak=a. 
Por tanto, ni múltiplos ni potencias aparecen en los polinomios de Boole. En una variable 
hay solamente cuatro polinomios booleanos, a saber: 


a,a,0=a:ayl=a+a' 
A continuación se van a dar algunos teoremas y definiciones que son útiles en las redes. 


Definición. Un polinomio booleano mínimo en »n variables x,, Xz, ..., x, es el «producto» 
de n letras en los cuales la ¡-ésima letra es x, O x/. 


Por ejemplo, los polinomios mínimos en dos variables x, y x, son: 
X1 Ma XX M1 Xd 0 
Los polinomios mínimos en tres variables x,, x, y x3 son 


X2 Xy, XXX, X]*X2"X3, A 
E E E 


Para un polinomio minimo en n variables hay dos maneras de seleccionar la primera va- 
riable x, o x;, dos maneras de seleccionar la segunda variable x, O x;, ..., dos maneras de 
seleccionar la n-ésima variable x, O x;; entonces hay 2” polinomios mínimos en » variables. 
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Teorema. Existe una sola manera de escribir un polinomio booleano como 0 o como la «suma» 
de polinomios mínimos. 


No se da una demostración formal de este teorema, simplemente lo ilustramos por medio 
de un ejemplo. Sea F un polinomio booleano 


F=F(x y, 2) =((% + y) 2) + (x- (x +2)) 


Las primas se pueden quitar de esta expresión por el Teorema 8 y las dobles primas por el Teore- 
ma 3. El resultado es el siguiente: 


F= (xy): 2) + (0 (+ 2)) = ((00 y): 2) + (> (x + 2)) 
= ((x: y) 2) + (0x0) + (> 2)) 
=(x-y':2) + (x"-x)+ (> 2) 
=(x-y':2+0+ (x":2)= (xy ':z)+ (12) 


Si un conjunto Y no contiene una letra, digamos x o x', esta letra se puede incluir en el 
conjunto remplazando Y por 1 + Y, por el Axioma $5, y remplazando 1 por x + x', como sigue: 


Y =1:Y =(x + xx): Y = (x- Y) + (x': Y) 
Por consiguiente, F' se puede escribir como 


F=(x-y' 2) + ((0 0-2): 1) = (2-9 "-2) + ((0 2): (y + y)) 


= (xy 2) + (y 02) + (yz) 


Ahora cada término de la función booleana F está formado por todas las letras, con tilde o 
sin tilde, cada una figurando una sola vez y conectadas por (+) y los términos relacionados por +. 


Definición. Un polinomio booleano se dice que está en forma canónica cuando se expresa 
como «suma» de polinomios mínimos. 


Dos polinomios son iguales cuando al expresarlos en forma canónica resultan idénticos. 

El teorema final tiene que ver con las formas canónicas y se deja al lector su demostra- 
ción. Es conveniente recordar que una función f(x, y) está definida cuando los valores de la 
función se conocen para todos los posibles valores de las variables x y y. En el caso presente, 
las variables de la función, así como la función, solamente pueden tomar los valores 0 y 1. Por 
tanto, /(x, y) queda completamente especificada cuando los valores de f(1, 1), f(1, 0), (0, 1) 
y f(0, 0) se conocen. 


Teorema +. Las funciones booleanas F(x, y) y G(x, y, z) tienen las siguientes formas canónicas: 
F(x, y) = El, 1)xy + F(L, 0)xy" + F(0, 1)xy + F(0, 0)x'y" 


G(x, y, z) = G(1, 1, 1)xyz + G(1, 1, O)xyz" + G(1, 0, 1)xy'z + G(0, 1, 1)x'yz + G(L, 0, O)xy'z" 
+ G(0, 1, O)x'yz' + G(0, 0, 1)x"y'z + G(0, 0, 0)x'y'2". 


Empleando este teorema podemos resolver los siguientes Problemas. 
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PROBLEMAS RESUELTOS 


Halle una red que pueda controlar una luz desde dos puntos di- 


Ls Suponga que los dos interruptores están abiertos y que la luz está apagada; por tanto, 
podemos lleñar la primera fila de la Figura 11-13(a). Si uno de los interruptores está cerrado, la luz se en- 
ciende. Esto se indica en las filas dos y tres. Cuando los interruptores están en estados opuestos al original, 
la luz está apagada. Esto se indica en la última fila. Por tanto, 


FO, y) = JU, Uxy + AL O)xy" + 00, 1) y + M(0, 0)" 
fxy)=0-xy+1:x9 + 1-xy +0: x y" 
HA y) = xy" + xy. 


Esta red se muestra en (b) y, en la práctica, esto se obtiene por dos interruptores como los de (c). 


(6) 
Figura 11-13 


11-14 Diseñe la siguiente red empleando tres interruptores x, y y z. La red 
está Cs cuando x está abierto, a menos que y y z estén ambos abiertos o ambos cerrados, en 
cuyo caso el circuito está abierto. También está cerrado cuando x está cerrado, a menos que 
y O z (pero no ambos) estén cerrados, en cuyo caso el circuito está abierto. 


Tabla 11-9 
x $ z g(x, y, 2) 
0 0 0 0 
0 1 1 0 
0 1 0 1 
0 0 1 1 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
1 0 0 1 
1 á 1 1 


Las dos primeras líneas de la Tabla 11-9 indican que el circuito está abierto cuando x está 
abierto y y y z ambos cerrados o abiertos. Las líneas 3 y 4 indican que el circuito está cerrado cuando 
x está abierto y y y z tienen estados opuestos. Continuando de esta manera, se puede completar la tabla. 
Empleando el Teorema + se obtiene 


glx. y, =) = g(1, 1, 1)xyz + g(1, 1, O)xyz" + 8(1, 0, 1)xy'z + g(0, 1, 1)xyz + 
g(1;0, O)xy'z' + 2(0, 1, O)x' 0, 1)x'y'z + 210, 0, O)xp 2" 
glx. y, 2) =Xyz2 + xYZ + x pz +x 


La red se da en la Figura 11-14(a). 
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sa E 
Lar LX1+ 
del te) 


Figura 11-14 


Esta función se puede simplificar de la siguiente manera: g(x, p, 2) = xMyz + y 2) + xa (yz + yz) 
con un ahorro de dos interruptores, como lo indica (b) en dicha figura. Esta red se puede simplificar más 


empleando un puente, como lo muestra (c). 


Escriba la función interruptora, f, para cada una de las redes que 


E 
aparecen en la Figura 11-15. 


la) 6 
Figura 11-15 


xylo +2) + (1 +:) 


=x(y+ 2 (o) fx y 
10) = x(y(a + 0) + (x + y). 


Dibuje la red que representan cada una de las siguientes funciones 


interruptoras: 
(a) fly) =x(x+ 9) +x Y. (0) f(x, y, 2,0) = xp(2 + w) + (x + 2)(x + 10). 


(c) fx, y, z) = (x' + y)(xz + y). 


(6) 


Figura 11-16 
Establezca la equivalencia de las redes que aparecen en la Figu- 


e <, TA 


e EN 


348 APLICACIONES DE LA TEORIA DE CONJUNTOS 


(a) Sea Fx, y, z) la función interrupiora de la primera red. 


Flx, y, 2) = (x + y2) + (x + xp) 
=Xx +2 + XA Y 


=1U(x + y) + yz 
=x + (+ y2) 
=x+y 


(b) Sea f(x, y,z, w) la función interruptora de la primera red, entonces f(x, y, z, 10) = (x+y + 
2 +100)- (x + y +2)-(x +2). Es la función interruptora de la red simplificada. 


33 Pruebe el Teorema * mostrando que la ecuación para F(x, y) se 
verifica para todos los valores de x y y. 


!l teorema se demuestra remplazando valores especificos de x y y en la fórmula. Por ejem- 


plo, considere 


Sy) = JU, Dxy + Fi, Oy + AO, 1)x y + JO, 0)x y" 
Entonces 
f1,1)=/M1,1)-1-1+A,0)-1-1+H0,1)-1-1+ f00,0)-1'-1" 
= AL, 1) + A1,0)-1-0+ 0, 1)-0-1+ /(0,0)-0-0 
= (1,1) + /1,0)-0+ (0, 1)-0+ A0,0)-0 
= 1,1) 


El lector puede comprobar que esta parte del teorema es verdadera para los demás remplazos de x y y. 


- Muestre la equivalencia que existe entre el circuito en puente y el 
circuito en serie que se dan en la Figura 11-18. 


Figura 11-18 


“Solución La red en puente está cerrada si xy, O pz, O xxz, o Yxy están cerradas. De otra manera está 
abierta. Por tanto, la función interruptora es 


F(,y,2)= XP + p2 + XX2 + )XY =XP + Y2 4x2 4 Yz 
=XY + )1+x2= x(y + 2) + yz 
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Cambie las siguientes funciones booleanas a su forma canónica. 


a) fly 2) = (y) +22 +x). 
B) fly, 2) = (+ yx + 2) + (2). 


a) fay 2 = (ay) + 2Mz + Y 
= (( 4 y) + 20200 x) 
= (+ y + 2)l2x) 
=xxI4+ xpz + x27 
=0-1 + xpz + x2 
=Xpz' + xz 
=xpz' + x() + y) 
= xpz + xyz + xayi7 
=xXyz' + xyz. 


b) 


(+ ya + 2) + (yz) 
(yla z) + +2) 
=xy + (y +2) =0: y 24H y +2 

y ez (a+) la + 2) + (+ xl + yz" 
= (ay + xy Mz + 2) +(x+x 2 + y) 
IN ZE Y ZA YU Z + Y UZ + Xp z + Xx)": 
XP + INIA NTE Z + 
= XT + XY ZA YT E Y AX 


Un agricultor lleva una zorra, un ganso y un saco de maíz. Para 
llegar al pueblo debe atravesar un río en un bote pequeño, que puede transportar únicamente al 
agricultor y uno de sus tres artículos que proyecta vender, es decir, la zorra, el ganso o el maíz. 
(En ausencia del agricultor, la zorra se puede comer el ganso, y el ganso el maiz.) 

a) Determine cómo puede el agricultor cruzar el río sin perder el ganso o el maiz (dos 
soluciones). 

b) Empleando interruptores del tipo —3_—p— diseñe una red eléctrica que simu- 
le eléctricamente el problema anterior, en el siguiente sentido: Los cuatro interruptores S,, 
Sz, S, y S, se instalan y se corresponden de la siguiente manera: 


S; S, Sy, Sa 
agricultor zorra ganso maíz 


Todos los interruptores en la misma posición relativa representarán al agricultor, la zorra, el 
ganso y el maíz en el mismo lado del río. Accionar los interruptores S, y S, representa al agri- 
cultor remando el bote para pasar la zorra. La red prenderá una luz roja si se accionan correc- 
tamente los interruptores apropiados, de otra manera la luz permanece apagada. Para que 
el lector aprecie el poder del álgebra de Boole trate primero de determinar la red por su cuenta. 


- a) El agricultor pasa el ganso, vuelve y lleva la zorra y regresa con el ganso. Deja el gan- 
so, lleva el maíz, vuelve y lleva el ganso. Otra respuesta es: El agricultor lleva el ganso, vuelve y lleva el 
maíz; regresa con el ganso. Deja el ganso, y regresa con la zorra; regresa y vuelve con el ganso. 

b) Sean F, f, g y c: el agricultor, la zorra, el ganso y el maiz, respectivamente. Construya la Tabla 11-10 
empleando la condición de que la red debe estar cerrada cuando la zorra y el ganso o el ganso y el maiz estén 
juntos en ausencia del agricultor. Por ejemplo, la primera fila de la tabla representa F, f, g y c en el mismo 
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Tabla 11-10 


» 
ps 
ES 


| 
| 


O-=-000==oro==oo000 


Srono=oooooo-o- 
cor ono o=rcoso- 


S0030====-2c00=r=2<0- 


oSos=-oorno=r=o=s=o=-|>3 


lado del rio y HF, f. g. c) = O significa que la red está abierta porque la zorra no se come el ganso y el ganso 
no se come el maíz en presencia del agricultor. La quinta fila representa al agricultor en un lado del rio y la 
zorra, ganso y maíz en el otro lado, y, por consiguiente, la red debe estar cerrada; así, A(F, f, g, c) = 1. De 
la misma manera se puede completar el resto de la tabla. Observe que los ceros y los unos debajo de las co- 
lumnas que encabezan F, f, g y e representan únicamente las posiciones relativas del agricultor, zorra, ganso 
y maíz con respecto al rio, no los elementos de un álgebra de Boole. La primera fila de la tabla se puede re- 


presentar por el interruptor que es igual a cuatro veces el interruptor —< ¿5— en la misma posición 
relativa. 
Empleando la forma canónica de la función interruptora h(F, f, g, c) se obtiene 
HE, $.2, 0) =F'fgc + Efgc! + Fifec! + Ff go + Ffge+ Ffge 
= Fgdf + f)+ Efgic + F'fec' + Ff'g(c +0) 
=Fgle+ eN) + FS + ef) 


La Figura 11-19 es la red pedida. 


Es 


Figura 11-19 


do en el libro. 
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RESUMEN 


Hemos investigado dos problemas de redes, que se pueden resolver por medio del álgebra de 
Boole. El primero consiste en determinar una red equivalente con menos interruptores que 
una dada. Esto se logra, primero, caracterizando la red por medio de una función algebraica, 
llamada función interruptora, se transforma la función por medio del álgebra de Boole y des- 
pués se reinterpreta la función resultante como una red. Si la red resultante tiene menos inte- 
rruptores que la original, decimos que ha sido simplificada. El otro problema es delimitar una 
red que posea determinadas propiedades. Esto se logra determinando el estado de cada in- 
terruptor y después, empleando la forma canónica, se halla la función interruptora y, por tanto, 
la red. 

C. E. Shanon, en 1938, estudió por primera vez las aplicaciones del álgebra de Boole a 
la teoría de redes. Con la aparición del computador y el aumento en complejidad de las redes 
telefónicas, el álgebra de Boole se ha desarrollado en forma muy rápida en los últimos años. 
El álgebra de Boole también es muy útil en el estudio de la lógica proposicional y en la deter- 
minación de los subconjuntos de un conjunto. 
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Proposiciones que se 
emplean con mayor 
frecuencia 


Tautologías 


Ley del tercio excluido. p v —p. 

Ley de la contradicción. —(p A —p). 

Ley del desprendimiento. p a (p=> q)=> q. Modus ponens. 
Ley del silogismo. (p= 9) a (q=>r)= [p => r]. 

Ley de la doble negación. —(—p) => p. 

Ley de la contrarrecíproca. (p=q)=>(-94= —p). 

(p=>4q) A —q=> —p. Modus tolens. 

(pva)a -p>9. 

lp=>r)A (q>s) A lp v q)> (r v s). Ley del dilema. 


AA AAA AAA AAA A A A 
NN ada 2 22 OO UONADN A 


-10. (pA q)>p. Contracción conjuntiva. 
MM. [p>=q11]=>(2p>9) 1 (p>r). 
12. (Wvg=>r]=>[(9=>r) 1 (4>»)]. 
13. peogo[w=g A (4 p)]. 
-14. [pa q)>r]=[p=> (q4=> r)]]. Ley de exportación. 
-15. palqvr)=(paqgv (par). Reca 
r- o. ps y (a ans Pda dv Ed Leyes distributivas. 
17. (paq => (=p y -9). 
1iS, ONDA ed Leyes de De Morgan. 
T-19. —(p>9)=>(pn —q). 
T-20. —(p=og=lipr 9) v (2 09] > (p>-39). 
T-21. p=(p v 9). 
Negaciones 
Proposición Negación 
Pp: Pp 
pAQ =p Y -4 
pvgq =p A 4 
p=>q Pp A q 
p<=q (PA —=9) v (q A —p) 
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Lista de símbolos 


dx 
ix! 
R(x, y) 
XxRY 
Xx» Y 
EY 


ho 
EP) 


Ss1 
KA) 
AAB 
x<y 

N 

z 


El elemento a pertenece al conjunto A. 

El elemento a no pertenece al conjunto A. 

Conjunto vacío. 

El conjunto A es idéntico al conjunto B. 

El conjunto A es diferente del conjunto B. 

Cardinal del conjunto A. 

El conjunto B está incluido en el conjunto 4. 

B es un subconjunto de 4. 

El conjunto B está incluido estrictamente en el conjunto A. 
El conjunto B no está incluido en el conjunto A. 

Reunión de dos conjuntos; se dice «4 unión B». 
Intersección de dos conjuntos; se dice «A intersección B». 
Complementario de B con respecto a A; se escribe también 4 — B. 
Conjunto de partes de 4. 

Producto cartesiano de los conjuntos A y B. 

La propiedad P, implica la propiedad P,. 

La propiedad P, es equivalente a la propiedad P,. 

x es equivalente a y con respecto a determinada propiedad. 
Para todo x. Cuantificador universal. 

Existe x. Cuantificador existencial. 

Existe un, y solo un, x. Cuantificador de unicidad. 

x está en la relación R con y. 

x está en la relación R con y. 

Para xe X y ye Y, aplicación de X en Y. 

Para x€ X, y € Y, aplicación recíproca de Y en X. 

Designa la composición de las funciones f, y f,; se escribe también 
x> ££00). 

Conjunto de los x que verifican la propiedad P. 

Si, y solo si. 

Imagen de A por la función f = (y: [» = /(0)] y (x€ 4)). 
Diferencia simétrica de los conjuntos A y B. 

x precede a y O x es inferior a y. 

Conjunto de los números naturales: 0, 1, 2, 3, ... 
Conjunto de los enteros: —3, —2, —1, -0, 1,2, 3, ... 
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pZ 


aro 


la, b[ 
[a, b] 
La, bL 
Ja, 6] 
la, =[ 
Je, al 


ES 


(x, y) 
Eq (X, Y) 
B% 0 5(4, B) 
e. 
E 
T +, * 
E/[R 
ie 


LISTA DE SIMBOLOS 


Conjunto de los múltiptos-de p: —3p, —2p, —p, 0, p, 2p, 3p, ... 
Conjunto de los números racionales. 

Conjunto de los números reales. 

Conjunto de los números complejos. 

Nota. Sia cada uno de estos conjuntos de números se les pone un aste- 
risco significa que a cada uno de esos conjuntos se le quita el elemento 0. 
Con un signo + en la parte superior indican las partes positivas de cada 
uno de esos conjuntos. 

Intervalo abierto. 

Intervalo cerrado. 

Intervalo cerrado a la izquierda y abierto a: la derecha. 

Intervalo abierto a la izquierda y cerrado a la derecha. 

Intervalo abierto ilimitado a la derecha. 

Intervalo abierto ilimitado a la izquierda. 

Signos lógicos que significan «no», «y», «o inclusivo», «implica», «equi- 
vale», respectivamente. 

Pareja ordenada formada por los elementos x y y. 

X es equipotente a Y. 

Conjunto de las aplicaciones de A en B. 

Elemento neutro. 

Por tanto. 

Se infiere que. 

Ley de composición. 

Conjunto cociente. 

Familia de elementos con indices en 1. 

Intersección de la familia (F;)jej. 


Unión de la familia (F,);a7. 


Cardinal del conjunto de las ordenaciones de p elementos de un conjun- 
to con a elementos. 


Cardinal del conjunto de las combinaciones de p elemeñtos de un con- 
junto con nr elementos; coeficiente binomial. 

Número de permutaciones de n elementos. P, = Of = n! 
Correspondencia reciproca de la correspondencia P. 

Extremo inferior del conjunto Y en £. 
Extremo superior del conjunto X en £. 
Enteros módulo ». 


Indice 


Absoluto, valor, 140 
Absurdo, reducción al, 25 
Algebra, 327 
booleana, 329 
de circuitos, 339 
de conjuntos, 327 
Análisis combinatorio, 296 
Anillos, 248 
algebraicos, 337 
con unidad, 249 
de división, 249 
de integridad, 251 
homomorfismo, 253 
Antinomia, 53 
Aplicación, 116 
asociada, 129 
biyectiva, 123 
canónica, 117, 130 
compuesta, 128 
descomposición, 130 
equivalencia, 130 
idéntica, 117 
inyectiva, 120 
sobreyectiva, 121 
Arbol, MES 
de los exponenciales, 298 
de los factoriales, 300 
Axiomas, de anillo, 248-249 
de cuerpo, 268 
de grupo, 205 


Bicondicional, 13 
Binaria, relación, 81 
Binomio de Newton, 306 


Cadenas, 284 

Cancelativa, ley, 207 
Característica, función, 148 
Cardinal, 282 

Cartesiano, diagrama, 76 
Circuitos, 17 

Clase de equivalencia, 89 
Combinación, 303 
Complementario, 55-56 


Composición, de relaciones, 86 
de funciones, 127 
Condicional, 12 
Congruencia, 89 
Conjunción, 10 
Conjunto, 51 
cociente, 91 
equipotente, 281 
familia, 149, 152 
filtrante, 165 
finito, 283 
infinito, 283 
operaciones, 63 
ordenado, 160-161 
partición, 90, 152 
preordenado, 157 
recubrimiento, 152 
solución, 63 
vacío, 58 
Conjunto de llegada, 81 
Conjunto de partida, 81 
Conmutativa, ley, 14, 181 
Contrarrecíproco, 24 
Corte de un grafo, 75 
Cuantificador, 14-15 
existencial, 15 
universal, 15 
Cuerpo, 268 
característica, 269 
primo, 276 
Decreciente, función, 161 
Demostración, 22 
directa, 24 
indirecta, 24 
por contraejemplo, 26 
por disyunción de los casos, 26 
por recurrencia o inducción, 27 
por reducción al absurdo, 25 
De Morgan, leyes, 48 


* Diagonal, 74 


Diagrama en bandera, 57 
Diferencia de conjuntos, 61 
Diferencia simétrica, 62 
Disjuntos, conjuntos, 59 
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Distributiva, ley, 186 
Disyunción lógica, 12 
Dualidad, principio, 332 


Elemento, inverso, 185 
neutro, 183 
máximo, 162 
mínimo, 162 
mayorante, 163 
minorante, 163 
maximal, 162 
minimal, 162 
regular, 186 
simétrico, 185 

Enumerable, 284 

Equivalencia, 13 

Equivalencia tautológica, 14 

Espacio vectorial, 279 

Euler, diagrama, 120 

Extremo inferior, 164 

Extremo superior, 164 


Factorial, 300 

Falacia, 21 

Falsedad, 13 

Familia de conjuntos, 150 

Función, 116 
biyectiva, 123 
compuesta, 127 
conjunto de imágenes, 116 
constante, 117 
creciente y decreciente, 161 
dominio, 116 
inyectiva, 120 
prolongación, 127 
recíproca, 124 
representación, 119 
sobreyectiva, 121 


Grafo, antisimétrico, 157 
de una función, 115 
de una relación, 81 
reflexivo, 157 
representación, 119 
simétrico, 157 
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Grupo, 205 
axiomas, 205 
centro, 247 

Grupo, cíclico, 215 
conmutativo, 205 
elemento involutivo, 244 
homomorfismo, 218, 222 
isomorfismo, 218 
permutaciones, 209 
producto, 251 
producto directo, 244 
relaciones. 245 
simétrico, 205 
tablas, 223-225 


Homomorfismo, 191 


Ideal, 260 
Igualdad de dos conjuntos. 52 
Imagen de un conjunto, 125 
Imagen de un elemento, 125 
Imagen directa, 125 
Imagen recíproca, 125 
Implicación tautológica, 14 
Inclusión, 53 
Inducción, 194 
Intersección, 58 
Intervalo, 166 

abierto, 166 

cerrado, 166 

semiabierto a izquierda, 166 
Intervalos ilimitados. 166 
Invertible, 185 
Inyección, 120 
Iso: ismo, 167, 191 


K-ple, 73 


Ley, asociativa, 179 
conmutativa, 181 
distributiva, 186 
externa, 177 
interna, 174, 177 
yes, 48 
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Máximo, 162 

Mayorante, 163 

Métodos de demostración, 22 
Minimo, 162 

Minorante, 163 

Módulo, 89 

Monótona, 161 


Negación lógica, 9 
Neutro, elemento, 183 
«No», 9 

Números naturales, 193 


multiplicación. 194 
orden, 285 
potencia, 197 
suma. 194 


«O», 10 
Operación, 173 
Operación compatible con una 
relación de equivalencia, 188 
Orden, 159 
denso, 291 
discreto, 291 
lexicográfico, 167 
parcial, 92 
producto cartesiano. 167 
relación, 159 
total, 92, 160 
ordenaciones, 301 


Pareja ordenada, 73 

Parte estable, 177 

Parte permitida. 177 

Pascal, triángulo aritmético de, 
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Pérmutación. 302 

Polinomio boolcano, 344 

Premisas, 22 

Producto cartesiano, 74 

Proposición, 9 
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reflexiva. 87 
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Reparto. 320 
Retículo, 284 
Russell, paradoja, 53 


Simplejo. 284 
Sobreyección canónica. 124 
Subanillos, 258 
Subconjunto, $4 
Subgrupo, 212 


Tablas de verdad. 10 

Tautología. 13 

Tercio excluido, 13 

Transfinito. número, 287 
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Valor absoluto, 41 
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